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Glava 1

Uvod

Transportne pojave u razli¢itim materijalima zaokupljaju paznju fizicara veé¢ vise od jednog veka.
Proucavanje transporta naelektrisanja u ¢vrstim telima i prakti¢na primena dobijenih rezultata imaju
ve¢ dugi niz decenija i neposredan uticaj na svakodnevni zivot. Odziv posmatranog sistema na do-
voljno slaba spoljasnja polja moguce je opisati funkcijama odziva. U ovom radu ¢emo proucavati
transport naelektrisanja: funkcija odziva koja opisuje odziv sistema na primenjeno elektri¢no polje je
provodnost. Cilj je povezati funkcije odziva, koje su makroskopske osobine sistema, sa mikroskopskim
karakteristikama sistema.

Stanje sistema koji se nalazi u spoljasnjem elektricnom polju ili je pobuden elektromagnetnim ta-
lasom nije termodinamicki ravnotezno. Postoje mnoge tehnike opisa neravnoteznih sistema, a neke
od njih ¢emo ukratko prikazati u odeljku Za opis neravnoteznih fenomena u stanjima koja su
bliska ravnoteznom stanju naroc¢ito se pogodnom pokazala Kuboova teorija linearnog odziva, ¢iji su
centralni rezultati prikazani u odeljku U odeljku su date osnovne osobine neuredenih sistema
sa lokalizovanim stanjima, dok je pregled sadrzaja rada dat u odeljku

1.1 Metodi za opis neravnoteznih sistema

Prvi metodi racunanja provodnosti zasnivali su se na semiklasicnom modelu dinamike elektrona u
¢vrstim telima. Centralna jednacina u ovom pristupu je Bolcmanova jednacina, koja je krajem XIX
veka predlozena u kontekstu kineticke teorije gasova. Bolcmanova jednacina je jednacina kretanja
za (jednocesticnu) funkciju raspodele f(7,p,t) koja je srazmerna verovatnoéi nalazenja elektrona u
trenutku ¢ u tacki faznog prostora (7, p). Interakcije elektrona sa drugim elektronima, kao i sa drugim
stepenima slobode (fononima, statickim necisto¢ama,...) se smatraju tackastim u prostoru i vremenu.
Bolecmanova jednacina formalno iskazuje ¢injenicu da je ukupna promena funkcije raspodele usled
deterministicke jednocesti¢ne evolucije jednaka ukupnoj promeni funkcije raspodele usled interakcije
elektrona sa drugim elektronima ili drugim stepenima slobode [IJ.

Dinamika elektrona u ¢vrstim telima je, naravno, kvantna, a problem njenog opisa je slozeni problem
fizike mnogocesti¢nih sistema. Od teorijskih metoda koji se koriste u opisu dinamike mnogocesti¢nih
sistema pomenuéemo formalizam neravnoteznih Grinovih funkcija i formalizam matrice gustine.

Formalizam neravnoteznih Grinovih funkcija razvili su tokom 1960—tih godina Kadanof i Bajm [2] i
Keldis [3]. Ovaj formalizam predstavlja prosirenje formalizma ravnoteznih Grinovih funkcija na ner-
avnotezne sisteme, odnosno na situacije u kojima sistem, koji je pre dejstva spoljasnje perturbacije bio
u ravnoteznom stanju, ne mora da ostane u stanju koje je blisko ravnoteznom. Osnovni entitet ovog
formalizma je konturno—uredena Grinova funkcija za koju je moguée, kao i u ravnoteznom slucaju,
napisati Dajsonovu jednacinu. Centralna aproksimacija u ovom formalizmu je aproksimacija za sop-
stvenu energiju, koja se racuna sumiranjem odredenog podskupa dijagrama koji biramo tako da se
uzmu u obzir dominantni procesi interakcije u posmatranom sistemu.



U formalizmu matrice gustine, osnovni objekti su jednocesticne matrice gustine [4]. Naime, veliki
broj eksperimentalno merljivih veli¢ina, kao §to je npr. gustina elektricne struje, su jednocesticne
prirode i mogu se izraziti pomocu jednocesti¢nih matrica gustine. Osnovne jednacine su jednacine
kretanja za jednocCesti¢ne matrice gustine. Sistem tih jednacina, zbog mnogocesti¢ne prirode prob-
lema, nije zatvoren, veé je samo prvi u lancu sistema jednacina za matrice gustine viseg reda. Problem
je u velikoj meri ekvivalentan (do na razliku u statistici) BBGKY hijerarhiji (Bogoliubov, Born, Green,
Kirkwood, Yvon) jednac¢ina u klasi¢noj kinetickoj teoriji gasova. Centralna aproksimacija formalizma
je odsecanje dobijene hijerarhije jednacina, Sto je bazirano na razli¢itim fizickim pretpostavkama.
Cesto se uzima da sa poveéanjem broja Gestica koje ucestvuju u viseCesticnoj matrici gustine njen
doprinos ukupnoj dinamici postaje sve manji, pa se hijerarhija zatvara tako Sto se uzme da su sve
viSeCestitne matrice gustine, pocevsi od nekog broja cCestica, jednake nuli.

1.2 Kuboova teorija linearnog odziva

Za dalji tok izlaganja bi¢e znacajna teorija linearnog odziva, koju je sredinom 1950—tih predlozio
japanski fizicar Kubo. Kuboove formule povezuju funkcije odziva sistema na koji deluju slaba spoljasnja
polja, tako da je stanje sistema blisko ravnoteznom, sa ravnoteznim korelacionim funkcijama relevant-
nih fizickih velicina. Izlaganje prati referencu [5].

Pretpostavimo da na sistem deluje spoljasnje polje F'(t,7) i da sistem na to polje odgovara kroz nenultu
vrednost neke fizicke veli¢ine p(7), koja se moze shvatiti kao o¢ekivana vrednost operatora p(7). Pod
pretpostavkom da se spoljasnje polje linearno spreze sa posmatranim sistemom, hamiltonijan sistema
u spoljasnjem polju se moze zapisati kao

B = Hy— /d?’f(;(f)p(f, £ = Hy+ 1'(1). (1.1)

Deo hamiltonijana H, opisuje sistem u odsustvu spoljasnjeg polja, dok je §(7) opservabla sistema koja
se linearno spreze sa poljem F(t,7). Posmatrajmo odziv sistema na oscilatorno polje

F(7,t) = Fy(F) e it (1.2)

Infinitezimalni pozitivni imaginarni deo in se dodaje frekvenciji w u jednacini (1.2]) da oznaci da je u
t — —oo spoljasnje polje jednako nuli i da se sa protokom vremena ono postepeno ukljucuje. Kada
t — —oo, stanje sistema je opisano ravnoteznim statistickim operatorom

e_ﬁﬁo

T (1.3)

po =

gde je 8 = (kpT)~!, odnosno pretpostavljamo da je sistem u kontaktu sa termalnim rezervoarom koji,
u odsustvu primenjenog spoljasnjeg polja, odrzava sistem u ravnotezi na temperaturi 7'. Statisticki
operator sistema u trenutku ¢ se dobija reSavanjem jednacine

md’;f) = [H, p(1)]. (1.4)

Vrednost fizicke veli¢ine p u tacki 71 trenutku ¢ je data kao

(B()e = Tr (p(t)p(7)) - (1.5)

Pretpostavljajuéi da je u ravnotezi veli¢ina p jednaka nuli, odnosno

T (pop(7) = 0, (1.6)
za srednju vrednost veliine p u prisustvu spoljasnjeg polja se dobija, do ¢lanova linearnih po spoljasnjoj
perturbaciji,

t i 7 A i 7 '
(B =~ / Q' Tx (= HUIA (1), pole U= 5(7) ) (1.7)

—00



Linearna veza izmedu p(7) i F'(t,7) je oblika

t
(B = / B / Aty (7,7 L EVE( ) (1.8)

gde funkcija odziva x(7,7',t,t") opisuje linearni odziv sistema na spoljasnje polje, koji je u opStem
slucaju nelokalan i u prostoru i u vremenu, a takode je i kauzalan, jer se integracija vrsi po svim
trenucima t' < ¢t. Funkcija odziva x(7, 7', t,t") za sluc¢aj prostorno homogenog sistema zavisi samo od
razlike 7 — 7. Koristeéi jednacine i , odmah se dobija funkcija odziva koja u posmatranom
slucaju zavisi samo od razlike ¢ — t/

x(7 7 ) = x(F 7t —t) = ﬁTr (po[p(7,t —t'),4(7",0)]) 0t —t') (1.9)

gde je o o
p(7, 1) = enHotp()enHot, (1.10)

Za oscilatorno spoljasnje polje, rezultat ([1.7]) se moze zapisati i u obliku

B = [ TR (1.11)

gde je uvedena funkcija odziva zavisna od frekvencije

/ 1

o0 .
(7 w) = h/o dt e Tr (polp(7, 1), 47, 0)]) . (1.12)
Poslednja formula povezuje funkciju odziva, koja je neravnoteZna osobina sistema, sa ravnotezinim

korelacionim funkcijama (za dati problem) relevantnih opservabli sistema.

1.3 Neuredeni sistemi sa lokalizovanim stanjima

Transportne osobine neuredenih materijala aktivno se proucavaju veé¢ vise decenija. Osnovna od-
lika neuredenih sistema je odsustvo dugodometnog poretka, karakteristicnog za kristalne sisteme. Za
opisivanje elektronske strukture neuredenih materijala koriste se iste aproksimacije kao i prilikom opi-
sivanja elektronske strukture kristala: smatra se da su atomi kruti (zanemaruje se njihovo termalno
kretanje), a da elektroni ne interaguju medusobnﬂ U kristalnim materijalima, talasne funkcije poje-
dina¢nog elektrona, koje se dobijaju resavanjem jednoelektronske Sredingerove jednacine, su Blohovog
tipa .

() = ug(i) (1.13)

gde je funkcija uE(F) periodi¢na sa periodom reSetke, a talasni vektor k je dobar kvantni broj. U
neuredenim materijalima, talasne funkcije pojedinacnog elektrona 1. (7) (koje odgovaraju energiji
elektrona €) nisu Blohovog tipa, a osnovni koncept koji se prenosi iz teorije elektronske strukture
kristala je koncept gustine stanja g(€). Gustina stanja g(e) se definise tako da je g(€)de broj elek-
tronskih stanja po jedinici zapremine ¢ije su energije u uskom intervalu energija izmedu € i € 4 de i
Cija je projekcija spina fiksirana. Elektronska struktura kristala je zonskog tipa: postoje trake dozvo-
ljenih elektronskih stanja (g(e€) # 0) razdvojene oblastima u kojima je g(e) = 0, tzv. procepima. U
neuredenim sistemima, elektronska struktura zadrzava esencijalne osobine zonske strukture kristala.
Postoje oblasti visoke gustine elektronskih stanja (koje odgovaraju trakama dozvoljenih elektronskih
stanja), razdvojene oblastima u kojima je gustina stanja i nekoliko redova veli¢ine manja (koje odgo-
varaju procepima). Medutim, ukoliko je neuredenost dovoljno jaka, pojavljuju se lokalizovana stanja.

! Medusobna interakcija elektrona se moze aproksimativno tretirati u aproksimaciji samousaglasenog polja kroz
jednocesti¢éni potencijal koji opisuje efekte svih ostalih elektrona na uoceni.



Talasne funkcije takvih stanja su bitno razli¢ite od nule samo u ograni¢enom delu prostora, a na
velikim rastojanjima od centra lokalizacije R opadaju eksponencijalno sa rastojanjem [7]

»(F) ~ exp (— i R') : (1.14)

«

gde je a duzina lokalizacije. Lokalizovana stanja, naravno, postoje i u kristalnim materijalima (npr.
donorska i akceptorska stanja u poluprovodnicima su lokalizovana), ali se u elektronskoj strukturi tih
materijala najcesée pojavljuju u obliku diskretnih energijskih nivoa (u gustini stanja njihov dopri-
nos se izrazava pomocu J—funkcija). U neuredenim sistemima, ukoliko je neuredenost dovoljno jaka,
lokalizovana stanja kontinualno popunjevaju delove energetskog spektra. Ovaj fenomen je 1958. godine
prvi uo¢io Anderson u radu On the Absence of Diffusion in Certain Random Lattices, u kome je prvi
put dat kvantitativni kriterijum dovoljno jake neuredenosti sistema [6].

Nosioci u lokalizovanim stanjima ne doprinose elektri¢noj provodnosti og4. = uljl—>mo o(w)na T = 0K,

kada interakcije sa drugim stepenima slobode, npr. fononima, ili medusobne interakcije nosilaca,
postaju zanemarljive. Sa druge strane, elektroni u delokalizovanim stanjima uvek doprinose elek-
tricnoj provodnosti (srednja brzina u tim stanjima je razli¢ita od nule). Na upravo opisanoj razlici
izmedu lokalizovanih i delokalizovanih stanja se zasniva Motov koncept iwvice pokretljivosti (mobility
edge) kao onog energijskog nivoa koji razdvaja oblast lokalizovanih od oblasti delokalizovanih stanja.
Lokalizovana stanja se tipi¢no pojavljuju na granicama oblasti energija u kojima gustina stanja ima
visoke vrednosti, dok su stanja unutar tih oblasti delokalizovana. Kolokvijalno se te oblasti i kod
neuredenih sistema nazivaju zonama, pa kazemo da je mogucée definisati ivice pokretljivosti €. za
provodnu zonu i €, za valentnu zonu. Za € > ¢, elektronska stanja su delokalizovana, dok su za
€ < €. lokalizovana. Za e¢ > ¢, Supljinska stanja su lokalizovana, dok su za ¢ < ¢, delokalizovana.
Elektronska i Supljinska stanja sa energijama izmedu €, i €. su sva lokalizovana i nalaze se u tzv.
procepu pokretljivosti (mobility gap). Tipican izgled gustine stanja g(e) u neuredenom sistemu dat je

na slici [1]

gle) [em~ eV

Slika 1.1: Tipican izgled gustine elektronskih stanja g(€) u amorfnom poluprovodniku; €. i €, su,
redom, ivice pokretljivosti u provodnoj i valentnoj zoni. Preuzeto iz [7].

Kod gotovo svih neorganskih amorfnih poluprovodnika (tipi¢ni predstavnici ove klase materijala su
amorfni silicijum i germanijum), Fermijev nivo se nalazi u oblasti lokalizovanih elektronskih stanja,
odnosno u procepu pokretljivosti. Pokretljivost elektrona sa energijama manjim od €. je i nekoliko
redova velicine manja od pokretljivosti nosilaca sa energijama iznad €.. Stoga, na dovoljno visokim
temperaturama, kada znacajan deo elektrona moze da se nade u delokalizovanim stanjima, dominantan
doprinos provodnosti potice upravo od tih elektrona. Transport naelektrisanja u tom sluc¢aju podseca
na transport u uredenim kristalnim poluprovodnicima: elektroni sa energijama u opsegu sirine kg7’
iznad €. daju dominantan doprinos provodnosti. Sa snizavanjem temperature, koncentracija elektrona
u delokalizovanim stanjima eksponencijalno opada i njihov doprinos provodnosti iS¢ezava. Dominantni
deo provodnosti tada potice od elektrona u lokalizovanim stanjima, koji tada skakucéu iz jednog lokali-
zovanog stanja u drugo. Cesta je pretpostavka da se skakutanje izmedu lokalizovanih stanja obavlja



pod uticajem interakcije sa fononima i takav tip transporta se naziva transport skakutanjem (hopping
transport). Shematski prikaz skoka nosilaca izmedu dva lokalizovana stanja dat je na slici

Slika 1.2: Shematski prikaz skakutanja nosioca naelektrisanja izmedu lokalizovanih stanja i i j sa
energijama ¢; i €j; puna i isprekidana linija prikazuju talasne funkcije u stanjima ¢, odnosno j; veli¢ina
a je duzina lokalizacije definisana u jednacini , dok je r;; rastojanje izmedu centara lokalizacije.
Preuzeto iz [7].

Transport skakutanjem nosilaca naelektrisanja izmedu lokalizovanih stanja je dominantan mehanizam
transporta naelektrisanja u neuredenim organskim materijalima, kao $to su konjugovani polimeri. U
tim materijalima, lokalizacija nosilaca naelektrisanja je veoma izrazena; talasne funkcije su lokalizo-
vane zbog neuredene strukture polimernih lanaca u realnim materijalima. Na slici su prikazane
talasne funkcije za nekoliko najvisih stanja u valentnoj zoni za sistem od 12 polimernih lanaca (konacéne
duzine) APFO—3 polimera. Prilikom teorijskog modeliranja ovakvog na¢ina transporta, pretpostavlja

Slika 1.3: Povrsine sa konstantnom vrednoSéu kvadrata modula talasne funkcije za nekoliko najvisih
stanja u valentnoj zoni za sistem od 12 polimernih lanaca (konacne duzine) APFO—3 polimera.
Najvisi energijski nivo u valentnoj zoni je prikazan plavom bojom, dok su za sukcesivne nize energijske
nivoe povrsine sa konstantnom vrednoséu kvadrata modula talasne funkcije prikazane redom crvenom,
ruzicastom, svetlo plavom i sivom bojom. Preuzeto iz [§].

se da su lokalizovana stanja za elektrone na slu¢ajan nacin rasporedena u prostoru sa koncentracijom
no, a da je njihova energijska raspodela opisana gustinom stanja g(e) koja je oblika

gle)=2¢ (6) , (1.15)

€0 €0

gde je €y tipiéna energijska skala gustine stanja, a G(x) u principu proizvoljna funkcija.
Prilikom opisa transporta u neorganskim amorfnim materijalima, gustina elektronskih stanja se cesto
aproksimira eksponencijalnom raspodelom

no

g(e) =

A (1.16)

€0

gde se uzima da je € pozitivno i raste iduéi od ivice pokretljivosti prema centru procepa pokretljivosti.
Tipi¢na energijska skala gustine stanja ey kod neuredenih organskih materijala najcesée se uzima u



opsegu od ~ 0.025eV do ~ 0.05eV, zavisno od vrste materijala.
Prilikom opisa transporta u neuredenim organskim materijalima, gustina elektronskih stanja se cesto
aproksimira Gausovom raspodelom

gle) = —L o=/ (1.17)
oV 2w

Za veéinu neuredenih organskih materijala energijska skala ¢ predlozene Gausove raspodele je o ~
0.1eV.

Treba naglasiti da su gustine stanja i predlozene na osnovu eksperimentalnih podataka i
da stvarne gustine stanja, naravno, nisu poznate, kao ni precizna struktura lokalizovanih jednocesti¢nih
talasnih funkcija, $to je glavni problem kod kvantitativnog opisa transporta u neuredenim sistemima.

1.4 Pregled sadrzaja rada

U ovom radu ¢emo proucavati transport naelektrisanja u neuredenim sistemima u kojima postoje
lokalizovana stanja za nosioce naelektrisanja. Teorijski okvir u kojem ¢emo raditi je teorija linearnog
odziva koju ¢emo modifikovati tako da mozemo opisivati linearni odziv sistema van ravnoteze. Opste
je prihvac¢eno da se transport naelektrisanja u neuredenim sistemima sa lokalizovanim stanjima pod
izvesnim uslovima (koji su opisani u obavlja skakutanjem izmedu lokalizovanih stanja. U mod-
elima se najceSée pretpostavlja da interakcija elektrona sa fononima dovodi do skakutanja. Kao
mehanizme koji dovode do skakutanja, u ovom radu ¢emo razmatrati interakciju elektrona sa fonon-
ima (glava [3)) i sa dodatnim statickim potencijalom (glava [4)).

U glavi 2] je detaljno izvedena formula za provodnost koja ¢e biti koriséena u ovom radu. Dobi-
jena formula za provodnost, koja opisuje linearni odziv sistema van ravnoteze, gotovo je potpuno
analogna formulama za provodnost koje opisuju linearni odziv u stanju koje je blisko ravnoteznom,
jer ¢emo provodnost izraziti kao korelacionu funkciju struje u neravnoteznom stanju. Izvodenje u
glavi [2| je dato za slucaj kada je stanje sistema neposredno pre ukljuc¢ivanja spoljasnjeg elektricnog
polja opisano statistickim operatorom p(0) koji komutira sa hamiltonijanom Hy sistema u odsustvu
interakcije sa spolja$njim poljem, videti odeljak Potom je, za modelne hamiltonijane razma-
trane u glavama (3| i 4] , bez pozivanja na gore navedenu pretpostavku komutiranja i smatrajuéi da se
interakcija sa fononima, odnosno dodatnim statickim potencijalom, moze tretirati perturbativno, u
najnizem redu teorije perturbacija u kojem se dobija netrivijalan rezultat izvedena formula za provod-
nost formalno analogna formuli dobijenoj u glavi

Polazedi od pretpostavke da su elektronska stanja koja u¢estvuju u transportu lokalizovana, u glavama
i[] pokazac¢emo da se realni deo opticke provodnosti u najnizem redu teorije perturbacija izrazava preko
verovatnoca jednocesti¢nih prelaza u jedinici vremena izmedu lokalizovanih stanja. Oblik formule je
nezavisan od toga da li je interakcija koja dovodi do skakutanja interakcija sa fononima ili sa doda-
tnim statickim potencijalom. Pomenuti jednocesti¢ni prelazi obavljaju se interakcijom sa fononima,
odnosno statickim potencijalom, kombinovanom sa interakcijom sa spoljasnjim poljem. Provodnost
smo, dakle, uspeli da povezemo sa mikroskopskim osobinama sistema, a formula koju smo dobili ima
veoma jednostavan oblik.

U glavi [5] je detaljno izveden poznat oblik Kuboove formule za provodnost u kojem se disipativni
deo opticke provodnosti povezuje sa vremenski zavisnom disperzijom polozaja nosilaca naelektrisanja.
Potom je pokazano da se rezultati izvedeni u glavama [3]i 4] u specijalnom slucaju ravnoteznog stanja
sistema neposredno pre uklju¢ivanja spoljasnjeg polja svode na rezultate koji se dobijaju primenom
gore pomenutog oblika Kuboove formule za provodnost.



Formule za pokretljivost izvedene u glavi [3| su primenjene na jednostavan jednodimenzionalni model
transporta naelektrisanja skakutanjem izmedu lokalizovanih stanja, u kojem smo neuredenost sistema
modelirali Gausovom neuredenoséu po energijama, dok smo za verovatnoce prelaza u jedinici vremena
uzimali Miler—Abrahamsove verovatnoce (umesto verovatnoca prelaza dobijenih u glavi . Numericki
i analiticki rezultati za ovaj model, kao i komentar opravdanosti koris¢enja Miler—Abrahamsovih
verovatnoca, dati su u glavi [6] Kratak osvrt na glavne rezultate ovog rada dajemo u glavi [7}



Glava 2

Linearni odziv. Formula za
neravnoteznu opticku provodnost

Pretpostavimo da je posmatrani fizicki sistem u odsustvu interakcije sa spoljasnjom perturbacijom
opisan hamiltonijanom Hy. U nekom trenutku (na primer ¢ = 0) na sistem poc¢ne da deluje spoljasnja
perturbacija, ¢ija je interakcija sa sistemom opisana hamiltonijanom H (t). Uzecemo da je stanje
sistema neposredno pre ukljuc¢ivanja perturbacije (u trenutku ¢ = 0) opisano statistickim operatorom
p(0). Resi¢emo jednacinu evolucije za statisticki operator sistema do ¢lanova linearnih po spoljasnjoj
perturbaciji. Na konkretnom primeru gustine elektricne struje, izveSéemo izraze za provodnost si-
stema van ravnoteze i koji su analogoni opstih relacija i za funkciju odziva
ravnoteznog sistema. Funkciju odziva koja opisuje linearni odziv sistema van ravnoteze ¢emo povezati
sa korelacionom funkcijom (za dati problem relevantnih osobina sistema) ra¢unatom u neravnoteznom
stanju.

Statisticki operator p(t) koji opisuje stanje sistema u prisustvu spoljasnje perturbacije zadovoljava
jednacinu
dp(t)

=4 = [Ho + H'(t), p(1)]. (2.1)
U odsustvu interakcije sistema sa perturbacijom, statisticki operator peee(t) zadovoljava jednacinu

. dﬁfr t 7 ~

1hde;() = [Ho, Prree(t)], (2.2)

Cije je resenje, uz pocetni uslov peee(0) = p(0),

. _ifloy o Ho

Prreo(t) = e p(0)e T, (2.3)
Pod pretpostavkom da je ta interakcija slaba, moguce je zadrzati se na linearnom odzivu sistema,
odnosno resiti jednac¢inu (2.1)) do ¢lanova linearnih po H'(t) zapisujuéi reSenje u obliku

A(E) = Prec(t) + F(2). (2.4)

Ovde treba odmah naglasiti da u ovom radu neéemo proucavati relaksaciju sistema ka ravnoteznom
stanju, odnosno smatra¢emo da je karakteristi¢na vremenska skala perturbacije H' (t) znatno kraca od
vremena relaksacije 7. S obzirom na to da ¢emo posmatrati odziv posmatranog sistema na spoljasnje
elektricno polje frekvencije w, uslov formulisan u prethodnoj recenici formalno se moze iskazati kao
wT > 1.

Nakon zamene (2.4) u (2.1)) dobija se

in Pl iy SO o0+ o, FO+ U0, pree0] + @), F0). (25)
Koristedi jednacinu 1 zanemarujudi ¢lan [ﬁ "(t), f (t)], sledi
(a1, f(0) = (80) preett), (2.0



odnosno . i h h
R . A -
lh& ( ITO f( ) > = elTOt[Hl(t),ﬁfree(t)]eilTOt- (27)

Resenje poslednje jednacine, uz pocetni uslov f (0) =0, je

f@)=iﬁ*m”<ltﬂ”ﬂUTG%ﬁmaﬂk*%W>eht- (28)

1

Konacno se za j(t), zadrzavajuéi se na ¢lanovima linearnim po H'(t), dobija [9)]

v N 1 [t v " Y , . .
ﬁ(t) :eﬂ%tﬁ(O)el%t + E / dt/[efl%(tft )Hl(t/)el%(tft )7 efthpA(O)eth]
0
iy iy 1 .y, [t . e (2.9)
e ) 4 e / At [F ('), p(0)]e 7.
0

1

Ovde je uvedena oznaka

agl iﬂt agl 7iﬂt

Hi(t)=¢e"n"H'(t)e '
koja oznacava spoljasnju perturbaciju u interakcionoj slici u odnosu na ukupni hamiltonijan H (t) =
Hy+ H'(t).

Do sada izvedeni rezultati su sasvim opsti, s obzirom na to da nigde nisu koris¢ene specifi¢ne os-
obine posmatranog sistema, odnosno perturbacije. U daljem tekstu ¢emo pretpostaviti da u sistemu
postoje nosioci naelektrisanja i da je perturbacija spoljasnje elektri¢no polje. Fizicka veli¢ina od in-
teresa je u tom sluc¢aju elektri¢na struja, a funkcija odziva sistema je elektri¢na provodnost.

Kvantnomehanicki operator gustine struje j,(7) je oblika [I0]

N 1 A A A
() = — 5 5O (F— )+ 6O (7 )
3ol = 5 o4 (B 0= ) 80— R (2.10)

a

gde su ¢ i m naelektrisanje, odnosno masa nosioca, dok su ]%'n i 7%’” operatori impulsa, odnosno koor-
dinate nosiocaﬂ Srednja gustina struje u trenutku ¢ je, uz koriséenje jednacine (2.9)), data kao

Gal®)e = Tr (p(8)ja() = Tr (p(0)ja(t.7)) + g/wﬂ(mmwmmwm. (2.11)

Ovde je jo(t,7) = ei%tja(f')efi%t, a na isti nacin su definisane i sve ostale zavisnosti od vremena
koje se u ovoj glavi pojavljuju. Prvi sabirak ne zavisi od primenjenog spoljasnjeg polja, dok drugi
sabirak zavisi i nadalje ¢emo samo taj sabirak i posmatrati. Dakle, deo gustine struje koji je srazmeran
primenjenom polju je

2u(t:7) = o [ 1 (30, 170 (212

Posto nas zanima zavisnost provodnosti od frekvencije, od pocetka ¢emo smatrati da imamo makroskop-
ski (ali ne i mikroskopski!) prostorno homogen sistem na koji deluje homogeno i vremenski zavisno
elektricno polje. Gustinu struje ¢emo usrednjiti po zapremini sistema i kao odgovor sistema na pri-
menjeno polje éemo posmatrati veli¢inu (V' je zapremina sistema)

Ta(t) = é/d?’FJa(t,f). (2.13)
Hamiltonijan interakcije sistema sa elektri¢nim poljem se moze uzeti u obliku [11]
H'(t) = —TLEy(t) = —qunbEb (2.14)
1Sa n se prebrojavaju pojedinacni nosioci, dok latinski indeksi a, b, ... oznacavaju Dekartove komponente z, v, .
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gde je operator I operator elektri¢nog dipolnog momenta sistema
I = /d?’FFﬁ(f’) =q) T (2.15)
n
U poslednjoj jednacini uveden je operator gustine naelektrisanja
F)—qu (F = 7). (2.16)
Jednacina (2.12)) se nakon usrednjavanja po zapremini sistema moze transformisati na sledeé¢i nacin

Tu(t) = — mlv a Tr< )[ / d3Fj'a(t,F),f[b(t’)]>Eb(t’). (2.17)

Uvodenjem operatora
/ CFja(t,7) = Jalt) = - ana = quna, (2.18)

jednacina ([2.17) se moze zapisati u obliku

I LA
To) = ——— [ dt'Tv (,a(c)) [Ja(t), Hb(t’)D By(t). (2.19)
th 0
Iz opste formule linearne elektrodinamike
¢
Tu(t) = / dt' o (t, t')Ey(t)), (2.20)
0
odmah se dobija da je linearni odziv sistema na spoljasnje elektri¢no polje opisan tenzorom
Tap(t, 1) = WTr ( (0) [ja(t),ﬂb(t’)}) . (2.21)
Ako je ispunjen uslov X
[6(0), Ho] = 0, (2.22)
lako je videti da tenzor o4(t,t") ne zavisi ponaosob od ¢ i ¢/, ve¢ samo od njihove razlike ¢ — ¢/
A o L 7 ETAYE &
Fanlts ) = aup(t — ) = 7T (PO)[alt — ), T(0)]) (2.23)

pa je tada mogude izvrsiti Furijeovu transformaciju i definisati o4 (w). Elektriéno polje i velic¢ina J (¢)
definisana jednacinom ([2.13)) se mogu razloziti na Furijeove komponente (vodeéi ra¢una o tome da su
pre uklju¢ivanja polja, za t < 0, obe navedene veli¢ine jednake nuli)

Ep(w) = /Om dt Ey(t) et (2.24)

Talw) = /0 T AT () e (2.95)

Zamenom ovih dveju jednacina u (2.20)), dobija se
+o0 .
Tulw) = / dt T,(t) !

0
+oo t .

= / dt / dt’ oap(t —t") Ey(t') et
0 0
+oo +00 .

= / dt’ / dt ogy(t — t") Ey(t') e"
0 t
+oo +o0 . N .

= / dt’ / A(t — ") ogp(t — t) Ep(t') ) it
0 0

+oo . +oo .
= / dr o (1) " / dt’ Ey(t') e
0 0
= Uab(w)Eb(w) y

(2.26)
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tako da je tenzor provodnosti u kojem figuriSe frekvencija dat kao

+o0 .
oap(w) = / dt ogy(t) et
0

T
TRV J,
i

T AV o

e Tr (p(0)Ja (), 1,(0)]) (2.27)

—+00 . . .
dt e Tr (5(0)[ 12 (0), T1o(~#)])

Operatori I1,(t) i Jy(t) zadovoljavaju istovremenu komutacionu relaciju

. . Ng?
[Ta(), Jy()] = iA=L 6, (2.28)
gde je N ukupan broj nosilaca. Takode vazi i
Jalt) = S11,(t) = L[y, 11(0) (2.20)
a - dr a - A 0, tla . .

Poslednja jednakost jednostavno sledi [I0] polazeé¢i od ¢injenice da operatori gustine naelektrisanja i
gustine struje zadovoljavaju jedna¢inu kontinuiteta

0 5 .
aﬁ +divy = 0. (2.30)

Polazeéi od jednakosti koja je posledica ([2.29)
t
IT,(—t) = I1(0) —/ dt’ Jy(=t") (2.31)

i kombinujudéi sa (2.27)), dobija se
. +OO
_ L wt v (5(0)].7.,(0). T
) =57 [ @t T (50)17.(0), T (0)])

i +oo (2'32)

v dt et /O Cat'Tr (ﬁ(o)[Ja(t’),fb(O)])-

Da bi integrali po vremenu koji se pojavljuju u poslednjoj jednacini bili dobro definisani, frekvenciji
w se dodaje infinitezimalni pozitivni imaginarni deo in, odnosno w — w + in. U prvom sabirku se

. T . .. . . . . .nq
iskoristi istovremena komutaciona relacija (2.28]), nakon Cega se taj sabirak transformise u i——4dgp,
mw

gde je n koncentracija nosilaca. U drugom sabirku je moguce izmeniti redosled integracije

_ i o dt i(w+in)t /t dt/rI\r (A(O)[j (t/) j (0)]>
hv 0 € 0 p a 9 b

RN S (A(O) (), J (0)]) T gpetoint
hV 0 p a ) b t/
. +OO .
_ b / R 5ol 1w
=/ dt'Tr (p(0)Ja('), Jo(0)]) = e

(2.33)

S / gt (ﬁ(O)[A (t),J (0)])
hUJV 0 * b '
Ukupno se za provodnost dobija

g 1

+OO . ~ ~
Oup(w) =1L 5y /0 at e 2r (p(0)LJa(0). Jo(0)]) (2.34)

Poslednja formula se moze shvatiti kao generalizacija rezultata koji postoje u literaturi [5], [12] na
slucaj kada stanje sistema neposredno pre uklju¢ivanja elektricnog polja nije ravnotezno, ve¢ opisano
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statistickim operatorom p(0) koji zadovoljava uslov (2.22)). Opticku provodnost smo izrazili kao
Furijeovu transformaciju retardovane korelacione funkcije rac¢unate u neravnoteznom stanju. U dal-
jem tekstu éemo, za konkretne modelne hamiltonijane i u odredenoj aproksimaciji, izvesti formulu

analognu sa ([2.34) i u slucaju kada nije zadovoljen uslov ([2.22)).

Posto su E,(t), Ju(t) i ogp(t,t') realne veli¢ine, iz jednacina (2.24]), (2.25) i (2.27]) neposredno sledi

Oap(—w) = ogp(w)*, (2.35)

isliéno i za Fy(w) i Ju(w). Realni, odnosno disipativni, deo provodnosti je parna funkcija frekvencije
w, dok je imaginarni, odnosno reaktivni, deo provodnosti neparna funkcija frekvencije w.

U daljem tekstu ¢e se kao funkcija odziva na primenjeno elektri¢no polje razmatrati i pokretljivost
nosilaca, koja je definisana kao koeficijent u linearnoj vezi izmedu srednje brzine nosilaca i jacine
elektricnog polja. Srednja brzina nosioca v,(t) se moze zapisati kao

va(t) = % <Z @na> — Ty <,5(0);[ Z@m> + % /0 dt’ Tr <,3(0) [;{ Z@m,ﬁ;(ﬂ)b (2.36)

Prvi sabirak se dalje ne posmatra, sa istim obrazlozenjem kao prilikom raCunanja srednje gustine
struje, a drugi sabirak se, koris¢enjem jednacina (2.17)) i (2.18]) moze transformisati tako da se linearna
veza izmedu srednje brzine nosilaca i elektricnog polja moze zapisati u obliku analognom obliku

jednacine (|2.20))

¢
1
wt) = [ ot OEC) (2.37)
0 nq
odakle se vidi da su pokretljivost i provodnost povezani relacijama
(t,1) = oult,t) (©) = —ow(®) (239
Hab(l; T ) = nqgab ) ) Hab(W) = nqaab w) . .
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Glava 3

Transportne osobine u prisustvu
elektron—fonon interakcije

U ovoj i narednoj glavi ¢emo za konkretne modelne hamiltonijane Hy detaljnije razmotriti Sta se
desava u slucaju kada je [p(0), Hy] # 0. Tada provodnost o,p(t,t') nije funkcija samo razlike ¢ — ¢'.
Medutim, mozemo je posmatrati kao funkciju promenljivih ¢ i ¢ — ¢/

>

1
ottt —t') = —WTr (e_

Koristedi jedna¢inu (2.31)) i istovremenu komutacionu relaciju (2.28), jednacina (3.1) se moze trans-
formisati kao

Hot 5 (0)e x Hot [ja(o),f[b (=(t— t’))D . (3.1)

2 ; t—t’ - - R N
Galtt—t) =gy — [ ar T (7 H I p(0)er 0 [, (0), Jy(—7)] )
P B (e FH0E=D p(0)er B0t [ (7). Ju(0) ) |
m TR P AT

Dalji racun zavisi od konkretnog modelnog hamiltonijana koji opisuje sistem ¢iji linearni odziv na
spolja8nje elektri¢no polje posmatramo. U ovoj glavi éemo detaljno razmatrati transportne osobine
u prisustvu elektron—fonon interakcije, dok ¢emo u glavi |4| razmatrati transportne osobine u pris-
ustvu interakcije sa dodatnim statickim potencijalom. Naglasak ¢e biti na slucaju kada se transport
naelektrisanja obavlja skakutanjem izmedu lokalizovanih stanja, pri ¢emu je elektron—fonon inter-
akcija mehanizam koji dovodi do skakutanja. Smatra¢emo da je ta interakcija slaba i da se moze
tretirati perturbativno. U najnizem redu teorije perturbacije u kojem se dobija netrivijalan rezul-
tat ¢emo izvesti analogon formule za opticku provodnost, videti jednac¢inu . Imajuéi u
vidu jednocestiénu prirodu veli¢ina koje figurisu u toj formuli, pre¢i ¢emo na jednocesticnu sliku i
izrazi¢emo realni deo opticke provodnosti pomocu verovatnoca jednocesti¢nih prelaza u jedinici vre-
mena izmedu lokalizovanih stanja. Do prelaza dolazi usled apsorpcije (emisije) energije od spoljasnjeg
polja koja je pracena apsorpcijom (emisijom) fonona. Pomenute verovatnoce prelaza u jedinici vre-
mena imaju oblik verovatnoca koje se dobijaju pomoéu Fermijevog zlatnog pravila, koje su u nasem
slu¢aju modifikovane zbog prisustva spoljasnjeg polja. Smatrajuéi da je fononski podsistem u svakom
trenutku u termalnoj ravnotezi, kao i da je koncentracija elektrona niska, pokretljivost ¢emo izraz-
iti preko populacija pojedina¢nih jednocesti¢nih stanja, koordinata centara lokalizacije tih stanja i
verovatnoca prelaza u jedinici vremena izmedu tih stanja. Time ¢emo, u posmatranom modelu i u
opisanoj aproksimaciji, pokretljivost uspeti da u potpunosti izrazimo preko mikroskopskih parametara
modela.
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3.1 Modelni hamiltonijan. Izraz za opticku provodnost

Razmatra¢emo hamiltonijan

_HQ = f{oo + -He—ph = ﬁe + ﬁph + ffe_ph, (3.3)
gde ded]
Hoo = He + Hyn = €atliéa + > exbf by (3.4)
[ k

opisuje sistem medusobno neinteragujuc¢ih elektrona i medusobno neinteragujué¢ih fonona, dok deo

Hogn = 32 37 (G Chiarbi + 900 g hadl) = 307 (G harby + gt chb])  (35)

k ad k ad

opisuje elektron—fonon interakciju.

Pretpostavljamo da nam je poznat kompletan skup {1, (7) = (F]la)} ortogonalnih i normiranih tala-
snih funkcija koje su reSenja jednoelektronskog problema. Operatori éL (¢q) su fermionski operatori
koji oznacavaju kreaciju (anihilaciju) jednog nosioca u jednocesticnom stanju « sa energijom e, i
zadovoljavaju antikomutacione relacije

{éaa é:r)/} = 5aa’- (36)

Operatori BL (l;k) su bozonski operatori koji oznac¢avaju kreaciju (anihilaciju) fonona sa energijom ey
i zadovoljavaju komutacione relacije
(b1, bl ] = G- (3.7)

Matri¢ni elementi elektron—fonon interakcije zadovoljavaju
+
gaa’,k = go:?a,k’ (38)

pri ¢emu gia, ., Opisuje jednocesticni prelaz o/ — a koji se indukovan fononskom modom k. Znaci +,
odnosno — odgovaraju emisiji, odnosno apsorpciji fonona. Konkretan oblik ovih matri¢nih elemenata
zavisi od mehanizma elektron—fonon interakcije.

Za statisticki operator koji opisuje stanje sistema neposredno pre ukljuc¢ivanja elektricnog polja smo
uzimali faktorizovani oblik

ﬁ(O) = lae ﬁph,eqv (3.9)

gde je pe statisticki operator koji opisuje neinteragujuce elektrone, dok je pppeq ravnotezni statisticki
operator za fononski podsistem na temperaturi Tpp, Bpn = (kBTph)_l,

e_ﬂthph

Ppheq = (3.10)

"
Trphe Bph ph

Motivacija za ovakav odabir pocetnog statistickog operatora dolazi od ¢este aproksimacije u kojoj se
pretpostavlja da je fononski podsistem u svakom trenutku u termalnoj ravnotezi [1].

Operator J,(t) se moze najjednostavnije dobiti na osnovu jednagine (2.29)

N d - _i

Ja(t) = ana(t) h[ﬁo’ﬂa(t)]'

Operator I, je jednoelektronski operator, jednacina (2.15)), koji se moze zapisati u reprezentaciji
druge kvantizacije kao

Mo =qY Taapéhls (3.11)
ap

U ovoj i narednim glavama, energije jednocesti¢nih elektronskih stanja bié¢e indeksirane grékim indeksima a, 3,7, . . .,
dok ée energije fononskih moda biti indeksirane latinskim indeksima k, k', ...
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gde su uvedeni matri¢ni elementi operatora koordinate pojedinacnog elektrona

Zuep = (alal) = [ TG0l 20 (7). (3.12)
Nakon racuna se dobija A A A
Jo=JW 4 2, (3.13)
gde je
j) _ 14 _ ot ¢
af
dok je _
A lq
J‘gz) - g Z Z ( a;af,k cacﬁbk + F a3,k Cacﬁb ) (3~15)
k op

Koeficijenti F ai,aﬁ i su dati jednacinom
+ + +
Fa;aﬁ,k = Z (gozo/,k Laa'B — xa;aa’ga/@k) (316)
O[/
i zadovoljavaju relaciju
+
Fosr = Fjgak (3.17)

Elektron—fonon interakciju éemo tretirati kao slabu perturbaciju (odnosno sve veli¢ine giﬂ x ¢emo
smatrati u izvesnom smislu malim). Provodnost i pokretljivost ¢emo racunati razvojem u red po
malim konstantama interakcije giﬁ i zadrzavajuci se pri tome na najnizem redu u kojem se dobija

7(2)

netrivijalni rezultat. Uoc¢imo odmah da je deo J;~’ srazmeran prvom stepenu konstanti interakcije.

U jednacini (3.2)) pojavljuje se vremenski zavisan operator

pri cemu se vremenska zavisnost racuna po ukupnom hamiltonijanu Hy. Evolucioni operator se moze
razviti u Dajsonov red

e~ nHot — o=y Hoot 4 llh/ dt’ e Hoolt—t) f _j e=nHoot’ 4 (3.18)

§to nam daje razvoj vremenski zavisnog operatora J,(7) u red po stepenima konstanti interakcije
7 +HooT 7 o=+ Hoor +HooT 7 o—1Hoor T +Hoot' F; = Hoot/
Jo(T) =en Jae h + |er Jae h , Eeh He_pne™n + ...
0

%gOOTj(gl)e—%HOOT

- (3.19)
+ e%ﬁzoofj(z)e #Hoor 4 {e;ﬁoorj(gl)e_;gw,/f (Zeéﬁoot'ﬁephe_éﬁootl}
0
+..
Takode, posto je [p(0), H, o] # 0, primenom Bejker—Hausdorfove leme se dobija
e~ #H0(=7) 50)enHo(t=7) = 5(0) + <—i(t g ”) [Ho, p(0)] + ... (3.20)

Ako je operator pe, koji se pojavljuje u faktorizaciji , analiticka funkcija elektronskog dela hamil-
tonijana H., ondaj je jedini deo hamiltonijana Hj sa kOJlm p(0) ne komutira elektron—fonon interakcija
H,_ ph) tako da komutator [Hy, p(0)] sadrzi ¢lanove linearne po konstantama interakcije. Visi clanovi
u razvoju su tada barem linearni po konstantama interakcije.
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Na osnovu svega recenog, prvi netrivijalni ¢lan u razvoju (3.2)) po stepenima konstante interakcije
¢e biti nultog reda po konstantama interakcije, kada se za J, zamene izrazi j,Sl) u kojima ne figurisu
konstante interakcije, a u razvoju evolucionog operatora (3.18)) i u razvoju (3.20) se zadrzimo na

nultom ¢lanu. Rezultat toga je

: t—t'
vt — 1) = ouplt — 1) = " L b= / ar T (p(0) [0, 0 @)]),  (321)
gde je oznakom J, (! )00(7) naglaseno da se zavisnost od vremena ra¢una po neinteraguju¢em hamil-
tonijanu.

U primenama na transport u neuredenim materijalima je, medutim, mnogo interesantniji slucaj kada
se transport nosilaca obavlja skakutanjem izmedu lokalizovanih stanja. Za definiciju lokalizovanih
elektronskih stanja mozemo uzeti

La;a3 = <O‘|1:/:’5> : ga = 505,@ Taa- (322)

Koriste¢i poslednju jednacinu, lako je videti da je, ukoliko su jednoelektronska stanja « lokalizo-

7(2)

vana, ukupni operator J, jednak drugom sabirku J,™’, pri ¢emu se koeficijenti F ;,Eaﬁ i uz koriscenje
pretpostavke (3.22)), mogu zapisati u obliku

+ +
Fa;aﬂ,k = (ma;ﬂ - xa;a)gag,k- (3.23)

Dakle, sada je ukupm operator J, linearan po konstantama interakcije. U ovom slucaJu prvi netrivi-
jalni ¢lan u razvoju po stepemma konstante 1nterakcue se dobija kada se za J, zamene izrazi Jé ),
a u razvoju evolumonog operatora i u razvoju se zadrzimo na nultom ¢lanu. Rezultat

toga je
2 : t—t’
) = e 1 N £(2),00 5(2)
Taltot =t) = ot =) = 2y — o [ ar e (p0) ISP 0]) . 29

gde oznaka J& (7 znaéi isto sto i u (3.21).

Konaéno, uverili smo se da je najdominantniji ¢lan u razvoju (3.2) po stepenima elektron—fonon
interakcije moguée napisati kao funkciju samo razlike t — t/, pa je, dakle, sada moguée ponoviti pro-
ceduru iz glave [2| i definisati tenzor provodnosti koji zavisi od frekvencije oqp(w).

U slucaju kada se posmatra ceo izraz za Ja, najdominantniji doprinos je nultog reda po elektron—fonon
interakciji, a tenzor provodnosti je

Tap(w) = l:;q Sab miv / T Gt Ty (,3(0) [fél)’oo(t),j,fl)(o)}). (3.25)

U primenama na transport naelektrisanja skakutanjem, najdominantniji doprinos je kvadrati¢can po
elektron—fonon interakciji, a tenzor provodnosti je

aab(w):frz—qd mjv / +°° dteiwm(f)(m [jf)’oo(t),j,f2)(0)D. (3.26)

U slede¢a dva dela ¢emo u formulama (3.25) i (3.26) preé¢i na jednocesticnu sliku i interpretirati
dobijene rezultate preko elementarnih procesa.
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3.2 Provodnost skakutanjem izmedu lokalizovanih stanja

Polazimo od jednacine (3.26)). Detalji racuna ¢e biti dati samo za dijagonalne elemente tenzora
provodnosti Clanovi u [j§2)’°°(t), j£2)(0)] koji ¢e nakon usrednjavanja po fononskom potprostoru

dati nenulti rezultat su

. —2
T 7 1q €Eq—€E3—€ Ca—€gTeE Al eae! ¢
20 IO () =303 (Fapahueho oo = £l eh o) d it

k aBvyé
YD Fup e en(cameo=en)t (5575265 - 5045(/52@5) bl by,
kk' afBvyé
30D Flp g et T (85,6kes — daselés ) bubl + < :
kk' oBvé daju 0 nakon usrednjavanja
(3.27)
gde su usvojene oznake
+ + +
Faﬁ,k - Z <gaa/7k$a/ﬂ — xaa,Qa’ﬁ,kﬁ) y (328)
a/
pri ¢emu za koeficijente Ffﬂ p Vazi
+ *
Faﬁ = —F;Ea o (3.29)

videti jednacine (3.16]) i (3.17]). Usrednjavanje prvog sabirka po fononskom potprostoru je trivijalno,
dok se kod usrednjavanja ostalih sabiraka koristi

TI‘ph (ZA)L Bk’ﬁph> = (5;97]9/ Nk, (330)

1
eﬂphek —1

T (HO)IP (1), 12 (0)]) (,g) e

> ( Bk 5keﬁ(€a76576k)t Flis 1 F, Me%(ea 6B+€k)t) (ehegeles)e
k afByé

gde je Ni = . Konacno se dobija

i (3.31)
+ZZ< I Rt Fwﬁkef‘(q_%_%)t) Ni(ehép)e
k apy
+ZZ( o ek matalt _ pe %(eregm)t) (14 Np)(eheg)e.
k apy

Oznaka (...)e znaci usrednjavanje po pe. Dakle, sve smo uspeli da svedemo na srednje vrednosti od
2 ili 4 elektronska operatora.
Za dalji rac¢un je neophodno poznavati oblik elektronske raspodele pe.

3.2.1 Slucaj ravnotezne elektronske raspodele

Posmatrajmo najpre slucaj ravnotezne elektronske raspodele

e_ﬁe(He_ﬂeNe) 3 2
Do = - —. 3
pe Tre e—Be(He—peNe) ( )

Srednja vrednost proizvoda 4 operatora tada se moze zapisati kao
(ehegeles)e = (ehep)e(elés)e + (ehés)e(Cael)e (3.33)

20daberemo pravac elektricnog polja za z—osu i posmatramo kretanje elektrona u pravcu polja; projekcija struje na
pravac polja je tada J, = 0zz E.
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i na taj na¢in sve svesti na srednje vrednosti oblika
(elép)e = dapna, (3.34)
gde je ng, za hamiltonijan H, = Zg egéLég, dato kao

1

Na = eBe(Qv_Me) =+ 1

(3.35)

Ovde je pe hemijski potencijal za neinteragujuce elektrone koji se moze odrediti iz poznatog broja
elektrona

N = Tre (Nepe) =Ty (Nep(0)> . (3.36)

Kada se u jednacinu (3.31)) uvrste pretpostavke (3.32)— (3.35)) o elektronskoj raspodeli, nakon racuna
se dobija

. -2
o (a0 52001) (£) =5 (ot (o) (S ) e
Y
+ZZ|F WlZen e (g — g )Ny — na(1 — ng))
k

+ Z Z |[Fy plPen om0 (ng — o) (1 4+ Ni) + na(1 = 1))
(3.37)

Transformi$uéi poslednji izraz uz koriSéenje osobine koeficijenata F* aBk 1 jednakosti
ng —nag =ng(l —ng) — na(l —ng) (3.38)

dobija se

2 2

_ eféekt

§ :nach_ak
a

— Y (1FalPer T (@ = ma)ma Ny + [ 27 = (L = g )ng(1 4+ N))
ap

+ q Z <‘ ﬁak|2 —%(Eﬁ—m-f—ek)t(l _ ng)na(l + Nk:) + |F5a7k|26_%(65_6a_6k)t(1 N nﬁ)naNk) ‘
k
(3.39)

Poslednja dva sabirka imaju direktnu interpretaciju preko elementarnih procesa emisije i apsorpcije
fonona koji ée se, nakon integracije u jednacini za provodnost (3.26)), kombinovati sa spoljasnjom
pobudom. Nakon sprovedene integracije, uz koriséenje identiteta

lim -
n—+0x £in

= Find(z) + P, (3.40)

za realni deo opticke provodnosti za w # 0 se dobija
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Re oz (w) =
2

h%vz o () ™ (‘”‘ )
_thTVZZ(l—na)n Nk\ okl mS( m—;g—%) +(1+Nk)\F;g,k\27T5 <w+€a_€hﬁ+6k:>:|
k ap

) i
4 - 2 €3 — €aq — €k 2 €3 — €a T €k
+h2hwvzk:%(1—nﬁ)na | Nel F 175 (w— h) (1+ Np) | Fi | ms( h)] .

(3.41)

Poslednja formula se pojednostavljuje u za nas relevantnom slucaju lokalizovanih nosilaca kada je
Too! = Ona’Tar - (3.42)
Tada se koeficijenti F' mogu zapisati u obliku
Fjﬁ,k = (25 — xa)gffg,k?

pa jei F ak = = 0. Nakon rac¢una se dobija

q — €3 — €
Re 0y (w) :—7712%‘/22(%5—1@)2( n@\ga6k| 76 (w+ S ﬂ Ny,
k ap
2
q 2
¢ (3.43)

w —

w+ 65+€k> 1+ V)

2
h2th ZZ g — 24)*(1 = nq n5|gaﬁk| o
k

(
udl
O
(o=

¢ o — €3 1 €
too— Y (w5 — wa)? (1= na)nglgdy 2o (w - 5 (1 + Ny).
RRhwV 4 o

Forma poslednje jednacine ukazuje da su elementarni procesi koji u najnizem redu teorije perturbacije
doprinose provodnosti jednocesti¢ni prelazi § — « uz emisiju (ili apsorpciju) energije hw od spoljasnje
pobude kombinovanu sa emisijom (ili apsorpcijom) fonona. Eksplicitno je uklju¢en Paulijev princip
kroz faktore (1 — nq)ng.

Jednacina (3.43)) moze se prepisati koriste¢i Fermijevo zlatno pravilo. Naime, verovatnoca prelaza
jednog elektrona iz jednocesti¢nog stanja 0 u jednocesti¢no stanje o u jedinici vremena samo posred-
stvom elektron—fonon interakcije data je kao [I]

2T _
WaB,ph = Wagb,ph(€a — €3) = 7 (’9aﬁ,k‘25(€a — €5 — €x) N + lg;rﬁ,k‘%(ea —egt+er)(1+ Nk)) :
k

(3.44)
Zato je moguce prepisati jednac¢inu (3.43)) koristeci

— € — €3 — €k €a — €5 + € h2
Z <ga6,k|27r<5 (w + a;) Ny + |g;rﬁ7k]27r5 <w + O‘}f) (1+ Nk)> = Ewa@ph(ea—eg:thw),

k
(3.45)
tako da se eksplicitno pojave modifikovane (usled prisustva spoljasnje harmonijske perturbacije)
verovatnoce prelaza u jedinici vremena
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Re0ua(w) = — === (23— 2a)*(1 — na)ng Wagph(ea — €5 + hw)
(3.46)
(xg — :va)2(1 — N )NE Wagph(€a — €5 — Iw).

Vandijagonalni elementi tenzora provodnosti se lako izracunavaju kada je ispunjena pretpostavka
lokalizacije nosilaca.
Racun analogan veé sprovedenom daje rezultat (uporediti sa jednac¢inom ([3.31))

T (5012 0, 57 0) (7 e

> Z( PR AR L LY AN R eﬁek)t) (ehegeles)e

k aBv6 (3 47)
+.D. ( sk Py, pen(Emerat szm,kFc;vﬂ,ke"(w o Ek)t) Ni(elég)e

k apfy
+>. ( i Foya e o TN F B e Eﬁm)t) (L+ Ni)(Ehés)e-

k apfy

Pod pretpostavkama (3.32))— (3.35)), poslednja jednac¢ina se moze dovesti u oblik koji je slican obliku
jednacine (3.43)). Kona¢ni rezultat je

2
q _ €q — €5 — €k
Reogy(w) = — TG E g (a:8 — Taza) (b3 — Tpa) (1 — na)ng\gaﬁ,kpﬁé <w + 7; ) Ny
k ap

2
thwVZZ Taip — Taza) (5 — Thsa) (1 — na)nglgl s [ 76

2
q
+ 2hoV § § (Ta;8 — Taza) (T8 — Toza) (1 — nﬁ|ga5 k| T | w—
k apf

q —%—%
+ v Zk: %(wa;g — Zaza) (T8 — Toza) (1 — na)nglg,5 L2mo (w ) Ng

(3.48)

Koristeci jednacinu (3.45)), poslednji rezultat se moze prepisati preko verovatnoca prelaza u jedinici
vremena

2

Reogy(w) = — Q}ng Z(xa;ﬁ — Zaza) (Th;8 — Tosa) (1 — na)ng Wap ph(€a — €3 + Iw)
af

2
+ Q}ng Z’;(%;B — Za;a) (Ty;8 — Toza) (1 — Na)ng Wap pn(ea — €5 — Iw).
(0%

(3.49)

U limesu niske koncentracije elektrona, n, < 1, kada je hemijski potencijal pe dovoljno manji od
energija svih dostupnih stanja €., tako da je za sva stanja ispunjeno ePe(€a—#e) > 1 u prethodnim
formulama se moze uzeti

(1 —na)ng = ng, (3.50)

pri ¢emu srednji brojevi popunjenosti priblizno uzimaju vrednosti koje predvida Maksvel—Bolcmanova
raspodela
Ny ~ e Peléate) (3.51)
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Realni delovi pokretljivosti i provodnosti su povezani jednac¢inom (|2.38|)
1
Re :uab(w) = ’I’Liq Re Uab(w)a (352)

gde je n = N/V koncentracija elektrona, koja se moze zapisati kao

1 1 1
= 5 —_—_— R — _ﬁe(ea_ﬂe)
" V ; eﬁe(€a_ﬂe) + 1 V ; e (353)

gde je priblizna jednakost zapisana u limesu niske koncentracije. Kombinujuéi jednacine (3.49)— (3.53)),
realni deo pokretljivosti se moze zapisati kao

_ﬂeGﬁ

q e

Re piap(w) = o Z(wa;ﬁ_$a;a)(fcb;ﬁ_$b;a) S oPeey (Wag,ph(€a — €5 — hw) — Wagph(€a — €5 + hw))
af v

(3.54)

e_ﬁeeﬁ

W (waﬁ’ph(ea — 6/3 — hu)) — wa/@7ph(6a — EB + hUJ)) . (355)

q
Re Mw:ﬂ(w) = % Z(xﬁ - m04)2
ap

3.2.2 Slucaj neravnotezne elektronske raspodele
u limesu niske koncentracije nosilaca

U slucaju kada statisticki operator koji opisuje elektronski podsistem nije oblika , problem se
moze uprostiti u limesu niske koncentracije nosilaca. Umesto da za elektronski potprostor uzimamo
ceo Fokov prostor za fermion (8to je prostor u kome deluju operatori ¢, i ég), moguce je ograniCiti se
(u limitu niske koncentracije) na potprostor jednocesti¢nih elektronskih stanja, odnosno potprostor u
kojem je broj fermiona jednak 1. Bazis tog potprostora ¢ine jednocesti¢na elektronska stanja {|a)}, za
koja pretpostavljamo da su normirana, medusobno ortogonalna i zadovoljavaju relaciju kompletnosti

> ladal =T, (3.56)

gde je I1, jedini¢ni operator u prostoru stanja jednog elektrona. Kreacioni i anihilacioni operator za
jednocestiéno stanje ) se mogu zapisati u obliku [I3] (tako da se eksplicitno uocava da oni prevode
vektore iz potprostora sa odredenim brojem ¢estica u vektore iz potprostora sa jednom cesticom vise,
odnosno manje)

. 1

el =]a) (0| + Z lo, an) 4 (1| + 2 Z |, g, ) 4 a{on, o] + ... (3.57)
ay Tonan

R 1

éo = |0) (| + Z laq) ala, 1| + a1 Z lar, a2)a ala, g, | + ... (3.58)
o1 Toaroe

Vektor |a, ) 4 u reprezentaciji brojeva popunjenosti oznac¢ava stanje dva fermiona, od kojih je jedan
u stanju |ag), a drugi u stanju |ag). Oznaka A naglasava antisimetri¢nost u odnosu na permutacije
Cestica, koja je ocigledna u reprezentaciji jednocesti¢nih stanja

1
|Oél,0[2>A = ﬁ (’17a1>|27a2> - ‘1,0(2>‘27041>),

3 Ukoliko imamo M dostupnih jednocestiénih stanja, Fokov prostor za fermione je direktna suma

gde je F(M, K) potprostor dimenzije (]‘Ig) u kojem je popunjeno K < M jednoCesti¢nih stanja. Potprostor F(M,0)

je jednodimenzionalan, razapet vakuumskim stanjem |01,...,0nr), dok je F(M,1) jednoCestiéni prostor stanja razapet
vektorima ‘117 027 ey 0]\4)7 ey |017 027 ey 1M>
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gde prvi sabirak oznacava ¢esticu 1 u stanju oy i Cesticu 2 u stanju aq, i sliéno za drugi sabirak.
Operatori éLég i éﬁéL ¢uvaju ukupan broj cestica, odnosno redukuju se u svakom potprostoru sa
fiksiranim brojem cCestica, u $ta je moguce uveriti se i eksplicitnim ra¢unom, koji kada se sprovede
daje

épel, = Gap (I0><0\ + > lar){on| +. > — ) (B] = -+ = daple = |a)(B] — ... (3.59)
éheg =) (Bl + ) loyar)aa(Bonl +... . (3.60)

Iskoristili smo ortogonalnost stanja sa razli¢itim brojevima Cestica. I je jedini¢ni operator u Fokovom
prostoru. Iz poslednje dve jednacine trivijalno slede fermionske antikomutacione relacije (koje vaze u
celom Fokovom prostoru), a kada se ograni¢imo samo na prostor stanja jednog elektrona, $to ¢inimo
mnozenjem operatora sa leva i sa desna projektorom na taj prostor P = 3" |a){al, dobija se

Pégél P = 6oplie — [a)(3] (3.61)
PélégP =a)(B| (3.62)
Pélegel ;P = 65, a) (0] . (3.63)

Suzavajuéi dejstvo modelnog hamiltonijana
Ho = Z EaC Ca + Z €k b by, + Z Z (gaa, k caca/bk + gaa/ & caca/b ) (3.64)
e’ k ad

na upravo opisani nacin, dobija se

ﬂb=§3a¢xa++§3%wﬁk+ij§j(awkm b+ g l0)(@15}) (3.65)

k aao

Sada se mogu ponoviti svi koraci koji su doveli do jednacine (3.31: , samo se umesto éLég svuda uzima

|a) (6. Ipak, lakse je direktno primeniti zamene u jednaéini (3.31)). Konkretno,

(Ehea)e = Tre (Peihen) = Trie (ela) (31) = (Bljela) (3.66)

(eheath éshe = Tro (pochiéniles) — dayTrio(pela) (o)) = o, (0lpcla) (3.67)
Pretpostavili smo da je p. analiticka funkcija elektronskog dela hamiltonijana H.. Zato vazi
(Blpela) = bapTa, (3.68)

gde je
Ta = (a]pel). (3.69)

Nakon zamene uslova (3.68]) u jednacine (3.66[) i (3.67) i kombinovanja sa (3.31]), dobija se rezultat

H

(f)( IS °><t>,fé2><o>1) -
5>

k

2>

( gl Pe TR N [F  Pem (e te)t 7"6(1+Nk)>

S*‘»Q

(3.70)

( aﬂk|26%(ea76576k)trﬁNk + |F |2 (ea—eg+ep)t 7‘5(1 + Nk))

D*‘»Q

%
%

23



Zamenjujuéi poslednju jednacinu u izraz za provodnost (3.26)), uz uslov ,q = Tadaa, dobija se

Re oy (w) =

2
q 2 - 2 €q — €5 — €k L2 €a — €3+ €k

2
q 2 - 2 €q — €5 — €k L2 €a — €3+ €k
v Xk:%(m ~ %a)7Ts (’9aﬁ,k| o <w - h) Nk + |9ap 5l "m0 <w — h) (1+ Nk)) .

(3.71)

Poslednja jednacina ima isti oblik kao i jednac¢ina (3.43)), uz zamene ny — 74, 1 —ng — 1 1 moze se
transformisati tako da u njoj figurisu verovatnoce prelaza u jedinici vremena ((3.45|)

2

Ream(w) = — 2h(ijv %;(x,@ — xa)2’rﬁ wa@’ph(ea —€g + h{u)
q° (3.72)
ST zﬂ:(” — %a)?rg Wapph(ea — €5 — hw).

Generalizacija na vandijagonalne elemente tenzora provodnosti je opet jednostavna za slucaj lokali-
zovanih elektrona. Rezultat je

2
Re O'ab(w) = — Qh(i)v %;(a:a;g — -Ta;a)(fb;,é’ — xb;a)rﬁ wa@ph(ea — €3 + hw)
¢ (3.73)
e Zﬁ:(%’a;ﬁ — Za;a) (Th;3 — Tbsa )T Wap,ph(€a — €5 — Iw).

Da bi se videlo sSta je na ovaj nacin postignuto, najjednostavnije je pogledati specijalan slucaj elek-
tronske raspodele (3.32)). Matriéni element

e—ﬂe(fa_ﬂe)
I, (L e e e

se u slucaju da je za sva stanja ispunjeno e Pe(v=He) <« 1 svodi na (zadrzavajuéi se na clanovima
linearnim po malim veli¢inama e~ f(¢—He))

(Blpelar) m GagePelcam) (3.75)

<ﬂ|ﬁe|a> = 611,3 )) = 50{[3 Ta (374)

odnosno koeficijenti r, su priblizno jednaki r, ~ exp (—fe(€a — pte)), Sto odgovara veé¢ razmatranim

aproksimacijama u jednacinama (3.50)) i (3.51)).
Realni deo pokretljivosti se moze izracunati na osnovu jednacine ([3.52)), pri ¢emu se koncentracija
moze prepisati u obliku analognom jednacini (3.53))

n= % S Tr (ﬁeégea) ~ % 3" Trie (pela) (al) = % 3 re. (3.76)

Realni deo pokretljivosti se, dakle, kona¢no moze zapisati u obliku

q r
Re pap(w) = o Z(xa;ﬁ = Taa) (T8 — xb;a)ziﬁr (Wag,ph(€a — €3 — Aw) — wagph(€a — €5 + Iw)),
af v

(3.77)

q r
Re gz (w) = T Z(xg — 24)* (WaB,ph(€a — €3 — hw) — Wag ph(€a — €5 + Iw)) . (3.78)

B
B Z'y ’r7
Dakle, pokretljivost je, pod svim gore navedenim pretpostavkama, u potpunosti povezana sa mikroskop-

skim karakteristikama sistema i izrazena je preko populacija jednocesti¢nih stanja, koordinata centara
lokalizacije tih stanja i verovatnoca prelaza u jedinici vremena izmedu tih stanja.
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3.3 Direktna apsorpcija od spoljasnje pobude

Polazimo od jednaéine (3.25) i ra¢unamo realne delove dijagonalnih elemenata tenzora provodnosti,
Re o, (w). Doprinos disipativnom delu opticke provodnosti koji éemo u ovom delu izra¢unati ne zavisi
od konstanti elektron—fonon interakcije i dajemo ga samo radi kompletnosti izlaganja.

Racun za [ja(;l)’oo(t), jél)(O)] daje

€of — eﬁxa/ﬂ (e%(fa’*%)t . e%(ﬁa*@;ﬂ)t) éiuéﬁ% (3.79)

h

~ A €a — €/
I00(0), JO0)] = ¢ Y- o e

aa’B

pa je ra¢unanje traga po fononskom potprostoru trivijalno, odnosno

N T 7 €a — €of €a’ — € e 1—e +(ea—€yr NP
T (ODP(1), JDO]) = g2 3 Ao Ly (e o= — eleeeelt) (el ep)e,

aa’B

(3.80)
Kada se poslednji rezultat uvrsti u jednac¢inu (3.25), izvrsi integracija i iskoristi identitet (3.40|) dobija
se

2
q €a — €/ €Eq! — € €Eqt — € €Ea — €Eo/ o oa
Reosa(w) = 75 D = o = ars (m <w+ hﬂ) - (Wr h)) (Exc)e
aa’B

(3.81)

U do sada razmatranim slucajevima vazi
(€lés)e = nadas, (3.82)

gde je n, u slucaju ravnotezne elektronske raspodele (3.32) dato jedna¢inom (3.35), a u slucaju
neravnotezne elektronske raspodele i u limesu niske koncentracije nosilaca dato jednacinom (3.69).
Nakon zamene tog rezultata u jednac¢inu (3.81)), dobija se

2 2
q €a — € 12 _fa T €\ €a — €af ,
— Z (h ) |Zaa| <7r5 <w —5 ) ) <w + a— )) N,

. ol (3.83)
- 57 (Ea — Ea/)‘xaa/F (775 (Ea — € — Fu“)) + 7T6 (Ea — €/ + hw)) Nas-

aa’

Reoy(w) =

Jasno se vidi doprinos ¢lanova koji poticu od direktnih (bez uticaja fonona, samo pod uticajem
spoljasnje harmonijske perturbacije) prelaza iz jednocesti¢nog stanja o’ u jednocesti¢no stanje o uz
apsorpciju (emisiju) kvanta energije fiw.

Posto je izraz md (€q — €0 — hw)+7d (€4 — €7 + hw) simetri¢an na zamenu indeksa i o’ (odnosno
Waa/ w = Walaw), jednacina (3.83) se moze prepisati tako da se eksplicitno ukljuci Paulijev princip
kroz faktor nys (1 — ns) koji odgovara prelazu iz stanja o/ u stanje a. Konacan rezultat je

2
Reoyz(w) = w - qv Z Nt (1 = 1) | Zaa|? (T (€a — €qr — hw) — T (€q — €0y + Tw)) . (3.84)
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Glava 4

Transportne osobine u prisustvu
dodatnog statickog potencijala

U ovoj glavi ¢emo razmatrati model transporta naelektrisanja u prisustvu dodatnog statickog po-
tencijala. Konkretan primer tog potencijala jeste potencijal koji opisuje interakciju sa (statickim)
necisto¢ama, videti jednacinu . Sve rezultate u ovoj glavi ¢emo izloziti upravo na tom primeru,
ali odmah na pocetku istiCemo mogucénost interpretacije dobijenih rezultata u svetlu transportnih
osobina u prisustvu dodatnog statickog potencijala. Ponovo pretpostavljamo da je [5(0), _HQ] # 01 po-
lazimo od jednacina i . Narocito ¢e detaljno biti razmotren slucaj transporta naelektrisanja
skakutanjem izmedu lokalizovanih stanja, pri ¢emu je interakcija elektrona sa statickim necisto¢ama
mehanizam koji dovodi do skakutanja. Smatrajuci da se interakcija sa statickim necistotama moze
tretirati perturbativno, u najnizem redu teorije perturbacija u kojem se dobija netrivijalan rezultat
izves¢emo izraz za opticku provodnost koji je analogan izrazu , videti jednacinu . Sliéno
kao u sluc¢aju interakcije sa fononima, izrazi¢emo realni deo opticke provodnosti pomoc¢u verovatnoca
jednocesti¢nih prelaza u jedinici vremena izmedu lokalizovanih stanja. Pomenuti jednocestic¢ni prelazi
obavljaju se interakcijom sa statickim necisto¢ama koja je kombinovana sa interakcijom sa spoljasnjim
poljem. Rezultat koji ¢emo dobiti je u potpunosti analogan rezultatu u sluc¢aju kada je mehanizam
koji dovodi do skakutanja interakcija sa fononima. Konaé¢no, realni deo pokretljivosti ¢emo izraziti
preko mikroskopskih parametara modela.

4.1 Modelni hamiltonijan. Izraz za opticku provodnost

Pretpostavimo da u posmatranom sistemu imamo necistoce locirane na polozajima {R;}. Ukoliko
su sve necisto¢e identi¢ne, odnosno prisustvo svake necistoée se moze opisati statickim potencijalom
u(7), potencijal (u realnom prostoru) koji opisuje efekte svih necistoéa je

U =Y u(i— Ry). (4.1)

i

U reprezentaciji druge kvantizacije, smatrajuéi poznatim kompletan skup talasnih funkcija {4 (7)}
koje opisuju stanja jednog elektrona, potencijal U moze se prepisati kao

U=> Augélis, (4.2)
af

gde je
A = Z / B e (F) u(7 — R;)s(7). (4.3)

Ukupni hamiltonijan je sada dat kao

Hy=Hoo+U = ealliéa+ ) Aagélis. (4.4)
[0 aﬂ
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Operator J, se nalazi na potpuno isti nacin kao i u slucaju kada je perturbacija elektron—fonon
interakcija, koriste¢i jednacinu (2.29)). Rezultat je

. . i o i o
Jy J(dlr) lmp 4 Z Ta;aa/(€a — )CLCQ’ + Eq Z (Z Avo/Taa/f — xa;aa’Aa’ﬁ’) CLCﬂ. (4.5)

af !

[e3
Ponovo se mogu uociti dva doprinosa. Prvi sabirak J}ﬁdir) je analogon sabirka j£1) u slucaju elektron—fo-
non interakcije i opisuje transport naelektrisanja samo usled interakcije sa spoljasnjim poljem, bez uti-

mp) #(2)

caja interakcije sa necisto¢ama. Drugi sabirak JACSI je analogan doprinosu J;~ u sluc¢aju elektron—fo-

non interakcije. Ukoliko se uvede oznaka

Aa;aﬁ = Z (Aaa’xa;o/,@ - xa;aa’Aa’ﬁ) ) (46)

Oé,

konaéni rezultat za J, se moze zapisati u obliku
A iq N
J, = n Z (Za:ap(€a — €8) + Aaap) Ehég. (4.7)

Koeficijenti Ay zadovoljavaju vezu (uporediti sa jednac¢inom (3.17)))
Aun =~ K. 13

Tretira¢emo potencijal koji poti¢e od necistoca kao slabu perturbaciju i ponovo ¢emo, kao u slucaju
elektron—fonon interakcije, traziti najdominantniji doprinos provodnosti u razvoju u red po stepenima
potencijala necistocée, zadrzavajuéi se pri tome na najnizem redu u kojem se dobija netrivijalni rezultat.
Detaljnije ¢emo razmotriti samo slucaj kada se transport naelektrisanja obavlja skakutanjem izmedu
lokalizovanih stanja, tako da ¢emo odmah pretpostaviti da je ispunjena pretpostavka lokalizacije
nosilaca , kada se koeficijenti A,.q3 mogu zapisati kao Ag.as = Aas(Ze;8 — Tasa). U tom slucaju
se izraz moze zapisati u obliku

s g o 4
Jo = - Zﬁ Aap(Ta:8 — Ta;a)ChCa- (4.9)

Takode ¢emo pretpostaviti da je statisticki operator sistema u pocetnom trenutku p(0) analitiéka
funkcga elektronskog dela hamiltonijana Hoo. Posmatrajuéi izraz za provodnost . kaoirazvoje
i , analogno slucaju elektron—fonon interakcije mogucée je dobiti da je u slucaju lokahzovamh
nosilaca najdominantniji doprinos provodnosti u razvoju u red po stepenima potencijala necistoce
kvadrati¢an po tom potencijalu. Naime, pod pretpostavkom lokalizovanih nosilaca, operator J, je
linearan po potencijalu neéistocée, a pod pretpostavkom da je p(0) analiticka funkcija od ﬁoo, svi ko-
mutatori u razvoju su barem linearni po potencijalu necisto¢e. Rezultat za provodnost zavisnu
od frekvencije je, dakle, analogan rezultatu

ing? 1 Foo . S 5(im
Tap(w) = mq bab + 7 / dt et Ty (,0(0) [ngp%()()(t),Jg p)(O)D. (4.10)

4.2 Prelazak na jednocesti¢nu sliku

Najpre ¢e biti razmotren slucaj kada je operator p(0) oblika

e_ﬁe (ﬁOO _MeNe)

p(0) = (4.11)

Tr e_/Be (I:IOO_HeNe) ’
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Za komutator struja se u najnizem redu Dajsonovog razvoja dobija

8000, 99 0) = (0)5 At — 2a) A~ )k el
o (4.12)

: 2
4 Leqa—€g)tat A
N (h) Z Aaﬁ(xﬂ - Jan)Afya(ZEa — x,y)eh( ﬂ)tC,TYCﬂ.

aBy

Ponovo uzimajuéi da je <é£év> = ayNa, gde je n, dato jednacinom ([3.35)), nakon usrednjavanja i
jednostavnih transformacija poslednji izraz postaje

A~ 7(im 7(im q 2 W €a—¢€
Tr (PO @), I 0)]) = = (§)” 3 asl (5 — et = (1~ na)ns
af

"2 _ (4.13)
+ <%) Y Aap (25 — za)?e” 7D (1 = ng)ng.
af
Rac¢un za provodnost, koriste¢i (4.10)), daje (w # 0)
2
_ q 2 2m 2
Reoye(w) = = 52— Z’;(xﬂ — 2a)*(1 = na)ng | Aagl*d(ea — €5 + hw)
, ) (4.14)
q 2 m 2
+ 5 Z’;(mﬁ = 2a)"(1 = na)ng—|Aap|"0(ea — €5 — Iw).

U poslednjem izrazu mogu se prepoznati modifikovane (usled prisustva spoljasnje harmonijske pertur-
bacije) verovatnoce prelaza izmedu jednocesti¢nih elektronskih stanja 51 a pod uticajem rasejanja na
necisto¢ama. Verovatnoca prelaza iz jednocesticnog stanja G u jednocesti¢no stanje a pod uticajem
rasejanja na necistotama data je Fermijevim zlatnim pravilom kao

2
WaB,imp = Wap,imp(€a — €5) = f|‘4aﬁ’25(€a — €3). (4.15)

Izraz za provodnost u sluc¢aju rasejanja na necisto¢ama se moze prepisati tako da se uoc¢ava formalna
analogija sa sluc¢ajem rasejanja na fononima, vidi jednacinu (|3.46))
2
q
Re oz (w) = — T Z(wg — 20)%(1 = Na) N3 Was imp(€a — €5 + hw)

af

’ (4.16)
q
+ oV Zﬁ(mﬁ - wa)2<1 — N )NG Wa B imp(€a — €5 — Tw).

Kada je za sva stanja ispunjeno e Peley—he) « 1, na nacin analogan veé¢ opisanom u delu
jednacine (3.50), (3.51) i (3.52]), dobija se rezultat za realni deo pokretljivosti

—Be€
Re (w)=i2(xﬂ—$)2i(w B,imp(€a — €3 — hw) — Wag,imp(€a — €5 + hw)) . (4.17)
TT 2w > « Z,y e_ﬁee'y af,imp\Ca af,imp\Ca

Kada pocetni statisticki operator 5(0) nije oblika (4.11)) i u limesu niske koncentracije nosilaca, moze
se sprovesti diskusija analogna onoj sprovedenoj u delu Aproksimacija podrazumeva suzavanje
dejstva hamiltonijana (4.4 na potprostor jednocesti¢nih stanja (koristeéi (3.62))), ¢ime se dobija

Hy=7) eala)al+ ) Aasla)(] . (4.18)
a af

a srednje vrednosti <6J&ég> se zapisuju u obliku do5 74, gde je 1o = (a|p(0)|c). Izostavljajuci tehnicke

detalje, s obzirom na uocenu formalnu analogiju sa slu¢ajem elektron—fonon interakcije, navodimo
samo konacan rezultat za pokretljivost koji je analogan rezultatu (3.78) i iz koga se vidi da smo
pokretljivost uspeli da izrazimo preko mikroskopskih parametara modela

q T
Re lufm?(w) = % Z(xﬁ - l’a)QE ﬁ?“,-y (waﬁ,imp(ea — €3 — h(d) - wa@imp(ﬁa — €3 + h(x))) . (419)
af v
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Glava 5

Kuboova formula za provodnost

U slucaju kada je stanje sistema neposredno pre ukljuc¢ivanja spoljasnje perturbacije ravnotezno
(odnosno kada posmatramo linearni odziv ravnoteznog sistema), disipativni deo opticke provodnosti
je moguce povezati sa disperzijom polozaja nosilaca naelektrisanja. U prvom delu ove glave ¢emo
dokazati navedenu tvrdnju. Zatim ¢emo u drugom i tre¢em delu ove glave proveriti da se formule
za realni deo opticke provodnosti dobijene u glavama [3| i [4 u kojima je provodnost izrazena preko
mikroskopskih parametara modela, u specijalnom slu¢aju ravnoteznog stanja sistema neposredno pre
ukljucivanja spoljasnje perturbacije svode na Kuboovu formulu koju ¢emo izvesti u ovoj glavi.

5.1 Veza izmedu kvantne difuzije i disipacije

Statisticki operator sistema neposredno pre ukljuc¢ivanja perturbacije je
e—ﬁ(ﬁO_NeNe)

Tr e_/@(ﬁo_ﬂeNe) '

p(0) = po = (5.1)

gde je 3 = (kpT)~!, dok je . hemijski potencijal elektrona, koji se moze dobiti iz poznatog broja
elektrona N

N=Tr (poNe) . (5.2)
Jednagina (2.9) se moze zapisati u obliku
1 .A t . y:
p0) = o+ e / v [T (t)), pole 1. (5.3)
1 0

Gustina struje u trenutku ¢, jednacina (2.11)), je

() = T (p(03l) =T (i) + 5 [ T (D B). 6)

Prvi sabirak sada jeste jednak nuli, tako da preostaje samo drugi sabirak koji se dalje transformise na
nacin opisan u poglavlju |2} s obzirom na to da je zadovoljen uslov (2.22)). Zato odmah mozemo pisati

@) = 15t o [ e e, ) (55)
Oap(w) =1— — e .
ab o ab hoV 0 a\l), Jb )

gde sada zagrade (...) oznacavaju usrednjavanje po ravnoteznom statistickom operatoru pg. Realni
deo dijagonalnih elemenata tenzora provodnosti, za w # 0, uz koris¢enje J,(t) = ¢V,(t), gde je
Va = Z Unq Operator ukupne brzine elektrona, moze da se napise kao

n

2

b0
Redya(w) = - Re /0 dt et [V, (1), Vi (0)]). (5.6)
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Srednju vrednost u dobijenoj jednacini ¢emo najlakSe transformisati u bazisu egzaktnih svojstvenih
stanja {|n)} hamiltonijana Hy i broja elektrona Ne, Hgln) = Ep|n), Ne|n) = Nyln), po|n) =
_B(En_,qun)
e

f(Eyn, Ny)|n), pri ¢emu je f(En, Np) = . —. Komutator brzina se moze transformisati
Tr e_/B(HO_/JeNe)

kao (vodeéi racuna o tome da operator ukupne brzine ¢uva ukupan broj elektrona)

(Ve (), VaO)]) = D (F(Bny Na) = F(En, No)) e~ #En =B ]V, (0)|m) (m| V2 (0) ), (5.7)

n,m

pa se nakon zamene u integral i koriS¢enja

o0 H
dt el@tin—(Em—En)/m)t _ ! 5.8
/0 w — ngE” +in (5.8)
dobija formula za provodnost
) ) 1
Reo,.(w) = Re };zv nm(f(En,Nn) — f(Epm, Nu)){(n|Vi(0)|m)(m|V,(0)|n) B Ba iy (5.9)
Koristeéi identitet (3.40) dobija se
iq2 ¥ ¥ . Em - En
Re 0z (@) = 2t 3 (f (Bu, Na) = f (B No)) (0l Vo (O) ) 0| o (O) 1) - (=im)5 (10— 2222
’ (5.10)
Dobijena delta—funkcija daje uslov E,, = E, + hw. Posto je
+oo
Ol w— M — 1/ dt e@te=(Em—En)t/h
h 21 J_ o ’
to je
q2 +oco ot . .
Rewl) = e [ e S B No) = £(Bn R N Va0 (.10
Na osnovu definicije f(E,, N,), neposredno se dobija
f(Eny Np) — f(Ep + hw, Np) = (1 — e_ﬁm)f(Env Ny)
pa se formula za provodnost transformise
2(1 _ ~—Phw +oco
q“(1—e ) / iwt /1) 2
Re 0z (w) T . dt e (V,.(t)V,(0)) (5.12)

Poslednja varijanta formule za Re 0., (w) eksplicitno povezuje disipativni deo opticke provodnosti sa
ravnoteznom korelacionom funkcijom (J,(t).J5(0)) i predstavlja formalni iskaz tzv. fluktuaciono— di-
sipacione teoreme.

Eksplicitno se moze proveriti da je poslednji rezultat realna veli¢ina. To sledi iz ¢injenice da je
razlaganje

A

(Va0Va(0)) = STa(0), Ta(0)}) + 5 (IV20), Va(O)])

~

zapravo razlaganje na realni i imaginarni deo kompleksnog broja (V. (£)V;(0)) (o¢ekivana vrednost her-
mitskog dela je realna, a kosohermitskog dela ¢isto imaginarna), kao i razlaganje funkcije (V,(¢)V;(0))
na parnu i neparnu funkciju vremena (sledi iz stacionarnosti usrednjavanja). Zato formula za Re 04, (w)

ima 4 sabirka, pa se vidi da eventualni imaginarni deo otpada:

+00 R R R R
[t (s 17500 Vo)) + isin(n) 3 (V20,0 ) =

—00

N |
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Konaéno ostaje, uz koriséenje jednacine (5.6]),

2 _e—m‘w +oo R N ~ N
Reau(w) = T ) / o <cos(wt);<{V() V.(0)) +isin(wt) ([72(0). x(om)
2 _efﬁhw +o00 . N .
— T ke [ atd 07 0)
21— o) feo o (5.13)
— TSR [ (040, V20 + (0. Vo))
e POy
—2Ream(w)—|—MRe/0 dt = ({T(8), Vi (0)}).
Dakle, et —— A
Re0ye(w) = WMVRG dt e ({Vx(t), Vz(0)}). (5.14)
Kako je
J 1 — e Phw Bhw
11 — b
dok za ({Vi(t), Va(0)}) vaze formuld]
—AXQ /dt AGRANY (5.15)
e -
L AX) = (V0. Va0, (5.16)
dobija se , . . 2
Reoyz(w) = h?uV tanh (BQ )Re/o dte Mtdt2 AX2(t). (5.17)

Uvedena je oznaka AX2(t) = ([X(t) — X(0)]?). Nakon dve parcijalne integracije po ¢, uz faktor
konvergencije e~ i koriséenje pocetnih uslova

(;tAX2( ))t:O =0i (AX2(t)),_,=0

dobija se da je disipativni deo opticke provodnosti za w # 0 dat kao [14]

2 ﬂﬁw +00
q w? tanh (ot A oD
Reoy,(w) = ——————2Re / dt e AX=(t). (5.18)
14 hw 0

Poslednja formula identifikuje vremenski zavisnu disperziju poloZaja elektrona (koja opisuje vremenski
zavisnu kvantnu difuziju elektrona) kao fizicku veli¢inu dualnu disipativnom delu opticke provodnosti
u frekventnom domenu.

phw _ Bhw

Kada je fhw < 1 (tzv. klasi¢na oblast), onda je tanh R odnosno
q2w2 +oo . )
Reo,(w) = _2I<:BTVRe dt et AX?(1).

! Izvodenje ovih formula je isto kao u klasiénom sluéaju, polazni korak je

AX(1) = /dt / At (0 ()0 (1) —/ ar / A" (Vo (¢ — ")V (0)),

pa se dalje samo vrsi smena promenljive i vodi racuna o nekomutativnosti.
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Tada se jednostavno, primenom Kramers—Kronig—ove relacijeﬂ
400 Re o !
Imog,(w) = —73/ a ) do’,
w —w

moze dobiti imaginarni deo provodnosti na osnovu realnog dela. Najpogodnije mesto za primenu ove
formule je korak

phw ¢’ Tt gt 9 ¢ oo - ~
Re 0 (w )—tanh( : )thRe /O At T, 0] ~ 5 T /0 dt cos(wt) ({V(t), Va (O)}),

jer je ocekivana vrednost antikomutatora realna. Nakon Sto se iskoristi

1 oo duw!
—;P /_OO = ijw cos(w't) = sin(wt),

dobija se
2

+oo R .
) = 50 /0 dt sin(wt) ({V(£), V(0)}).

Konaéno je, za fhw < 1,

q2 +o0 N N
Opz(W) = TV /0 dt (cos(wt) +isin(wt))({Vx (), V2(0)})

2 “+oo
q iwt ¥ 9
_ 5.19
QkBTV/ dt e™* ({Va(), Vz(0)}) (5.19)
2,2 —+o00
qgw iwt 2
— AX .
2kgTV dte ®)

Ako su elektroni nezavisni i nedegenerisani (odnosno nisu korelisani ni kroz statistiku, mogu se opisati
klasicnom Maksvel—Bolcmanovom statistikom), onda je AX?(t) = NAz2(t), gde se Az?(t) odnosi na
pojedinacni elektron [I4]. Koristeéi vezu izmedu pokretljivosti i provodnosti (2.38)
Opa(W
oz (W) = wal) )
ng

gde je n koncentracija nosilaca, formula za pokretljivost pod svim gore navedenim pretpostavkama
glasi [14], [8]

qw

2 +oo
_ iwt 2
fgz(w) = QkBT/o dte“" Az=(t). (5.20)

5.2 Primena na model sa elektron—fonon interakcijom

Posmatrajmo sistem opisan modelnim hamiltonijanom koji je razmatran u glavi Sma-
tracemo da su sva jednocesti¢na stanja lokalizovana. Pod pretpostavkom da je sistem neposredno
pre uklju¢ivanja elektri¢nog polja bio u ravnoteznom stanju i smatrajuéi elektron—fonon interakciju
slabom perturbacijom, koris¢enjem formule izraCuna¢emo provodnost u najnizem redu razvoja
po konstantama elektron—fonon interakcije u kojem se dobija netrivijalni rezultat. Naime, u za nas
relevantnom sluc¢aju lokalizovanih nosilaca, operator J, je linearan po konstantama elektron—fonon
interakcije. Zato Ce se najdominantniji ¢lan, koji je kvadratican po konstantama interakcije, dobiti
dekomponovanjem pg u nultom redu po konstantama interakcije

o~ (He—pQNe)/(kpT) o~ Hpn/(kpT)

Tr, e~ (He—pdNe)/(kpT) Trpp o—Hpn/(kpT)’

po = (5.21)

2 Kramers—Kronigove relacije su posledica kauzalnosti, odnosno u nasem slu¢aju analiti¢nosti funkcije oab(w), kao
funkcije kompleksne promenljive w, u gornjoj poluravni.
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i uzimanjem svih zavisnosti od vremena po neinteragujuéem hamiltonijanu. Hemijski potencijal 1 je
hemijski potencijal u odsustvu elektron—fonon interakcije i odreduje se iz poznatog broja elektrona

(uporediti sa jedna¢inom (|5.2))

Tr, (e%HrusNe)/(kBT) NQ)

N= Tr, o (He—p3K0)/ (k5 T) (5:22)
Takode, iz jednacine
L, (1) = T1,,(0) + /0 () (5.23)
sledi .
oK)= X(0) = [ at' i),
odnosno

. . (ea eg—ep)t _ 1 %(Eafe,ngek) -1
_ €eh € A A
X(t) — X(0) = Z 2(5% — Za) (%ﬂ, Tcﬂbk + 9., aB.k &, 3bT>

oy €q — €3 — €k €q — €5 T €k
(5.24)
Clanovi u [X (t) — X(0)]? koji ée nakon usrednjavanja dati nenulti rezultat su
. A N e%(ea—eg—ek)t -1 e%(e'y—Eé‘f‘%/)t 1 T b b
X(t g — — X~)4,, / C e /
(X (¢) Z Z Jé] a)(xs v)gag,kgfyg,k P —, e — €5+ ex BCyC50KD

kk! afyd

e%(Ea*%*FEk)t -1 e%(eyquek/)t _

1 2t p
+ (5 — o) (X5 = 24) 925 19 50 &l egel esbl by
%;0;6 WBRIVOK e — €5+ €, ey —€—e€ 0T

+
daju 0 nakon usrednjavanja

(5.25)

Nakon usrednjavanja jednacine ([5.25)) i zamene dobijenog rezultata u ([5.17)), za provodnost se kona¢no
dobija (w # 0)

Re oz (w) =
+ ¢ tanh i g E (25 — 20)?(1 — na)nplg, 5,270 | w + ‘o "Bk Ng,
h2hwV 2kpT ) 4 4= ok h
2
q hw 9 €a — €3 T €k
+ ST tanh <2kBT> Ek éﬂ (xg —xa)“(1 )nalgag il mo <w+ - (1+ Ng)
2
q hw 9 €a — €3 — €k
+ s tanh <2k:BT> gk Eﬁ (x5 — a)*(1 = na)nslgyg | 6 <w - s > Ny,
2
q hw 9 L2 €a — €3+ €k
+ T tanh <2k:BT> Ek 2 (28 — 2a)™(1 — na)nglgys i |"md <w — N (1+ Nyg)

(5.26)

Oznake n,, odnosno N, oznacavaju ravnotezne brojeve popunjenosti za fermione, odnosno bozone,
na temperaturi 7', koji su dati kao

1

e = e ) 11 (5.27)
1

Ne=m— — (5.28)

eek/(k‘BT) —1
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Poslednja jednacina se moze prepisati pomoéu verovatnoéa prelaza izmedu jednocesti¢nih stanja u
jedinici vremena koje se dobijaju pomoé¢u Fermijevog zlatnog pravila, vidi jednac¢inu (3.44]),

2
q hw 2
Tx = h — da 1 —ngq « a
Re 0z (w) T tan <2kBT> agﬂ (xg — xa) (1 — na)ng wag ph(€a — €5 + hw)

2 (5.29)

q 1 hw Z 2 hiw
« 1 (o3 « (0% .

+

Verovatnoce prelaza u jedinici vremena wag ph(€a —€3), jednacina (3.44)), zadovoljavaju uslov detaljnog
balansa (Sto se neposredno proverava iz definicije)

Wagph(€a = €5) _ (L =18)a _ _(camep)/(knT) (5.30)

Weaph(€s — €a) (1 —na)ng

Sli¢no tome, iz definicije se pokazuje da vazi i relacija

Aiw
Wags,ph(€a — €3 — Iw) — o (ca—eg—hw)/(kpT) _ (1 —ng)na 1+ tanh 2kpT
w,@a,ph(eﬁ —€q + hw) (1 - na)nﬁ 1 — tanh %

(5.31)

Koristeéi jednacinu (5.31]) jednostavno je pokazati da je rezultat za realni deo provodnosti iz dela
u kome se zameni T, = Ty, isti kao i rezultat (5.26]). To se i ocekuje, s obzirom na dekompozicije

statistickih operatora u poc¢etnom trenutku (3.9) i (5.21).

Naime, jednacina (3.46)) se moze prepisati kao

2
q 2
e — — 1 — _
Re oz (w) T > (xg — xa)*( N3)Na Waa,ph (€8 — €a + Aw)
2 (5.32)
q 2
- Lo 1- @ Q, a - 9
+ o 2 (25 — 2a)"(1 — na)1g Wap ph(€a — €5 — hw)
dok se jednacina ([5.26)) moze prepisati kao
2
_ 4 hw V21— _
Reoge(w) =57 tanh <2kBT) gﬁ (25 — xa)”(1 — ng)na Wea,pn(es — €a + hw)
2 (5.33)

q hw _ 209 _ IS
+2th tanh <2kBT> azﬂ(xﬁ 'CL'OC) (1 na)nﬁ waﬂ,ph(ea 65 hCU)

Sada jednakost desnih strana jednacina (5.32)) i (5.33)) sledi iz jednakosti pojedina¢nih sabiraka pod
dvostrukom sumom, §to je zapravo jednacina (5.31)).

5.3 Primena na model sa dodatnim statickim potencijalom

Posmatrajmo sistem opisan modelnim hamiltonijanom koji je razmatran u glavi Ponovo
¢emo uzeti da su sva jednocesti¢na stanja lokalizovana, a kao konkretan primer statickog potencijala
uzetemo potencijal interakcije sa necistocama . Pod pretpostavkom da je sistem neposredno
pre ukljucivanja elektricnog polja bio u ravnoteznom stanju i smatrajuci interakciju sa statickim
necisto¢ama slabom perturbacijom, kori§¢enjem formule izraCuna¢emo provodnost u najnizem
redu razvoja po potencijalu necisto¢e u kojem se dobija netrivijalni rezultat. Naime, u za nas rel-
evantnom slucaju lokalizovanih nosilaca, operator J, je linearan po potencijalu necistocée. Zato ce
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se najdominantniji ¢lan, koji je kvadratican po tom potencijalu, dobiti uzimajuéi pocetni statisticki
operator u nultom redu po potencijalu necistoce
o—B(Hoo—pl Ne)

0o = .34
Ty AR (5.34)

i racunajuéi sve zavisnosti od vremena po neinteraguju¢em hamiltonijanu Hoyo. Hemijski potencijal
,ug je hemijski potencijal u odsustvu interakcije sa statickim neéistoCama i moze se dobiti na osnovu
poznatog broja elektrona N, videti jednacinu . Koristeé¢i formulu za, operator jm, na
potpuno isti na¢in kao u prethodnom odeljku je moguce dobiti da je

~ eh(ea 65) _1 R

x(t =3 Aaslen e il (5.35)

dok se operator [X () — X (0)]? moze zapisati u obliku

e%(éa—eﬁ)t 1 e%(ﬁw—es) 1 .

[X(t) - = Y Aaplrs — wa)Ays(s — 24) Leaches . (5.36)

€q — € €~ — €
aBvys (e B Y d

Nakon usrednjavanja prethodne jednacine i zamene dobijenog rezultata u ((5.17)), za realni deo opticke
provodnosti (w # 0) se dobija

R _ o (1 —2a)2(1 - 2T A5 26(ca — e + hw
eam(“)—zhwv an kT Z(xﬁ Ta)( na)nﬁh’ afl"0(€a — €5 + hw)

o (5.37)
o () S — 01— ma)s 2T A5 — e — )
2hwV kT ) p=Ha /B g 15aBl Ol€a = €5

Poslednji rezultat je isti kao i rezultat koji je dobijen u glavi |4] za pocetni statisticki operator ob-

lika (4.11f). Jednacina (4.14]) se moze prepisati kao

2
q 2 2 2
= - — — 1 — _— —
Re 04 (w) oV %(xﬁ Ta)"(1 = ng)na 3 |Agal"0(eg — €a + hw)
(5.38)
< 201 2T Aas 5 he
SRV Eﬁ:(mﬁ — 2a)"(1 = na)ng—|Aag|"0(ea — €5 — Iw),
dok se jednacina ([5.37)) moze zapisati u obliku
2
_q fw N2 2m 2 _
Reore(w) = o tanh ( w) %(m 2oL~ e o | Aga 28(cs o + )
2 hw 9 (5.39)
q N2/ “T 2 IS
+ gy tanh () D e =201 = o Ao 8 — = )
Koristedi uslov dat u drugoj jednakosti u formuli ([5.31))
(1 —ng)ng 1 + tanh Qk T _ o—(ca—eg—hw)/(kpT) (5.40)

(1 —na)ng 1 — tanh % -

koji se u prisustvu d—funkcije moze napisati u obliku

(I1-ng)ng <1 + tanh i ) d(eg—€eathw) = (1—nq)np <1 — tanh 2lfwT> d(ea—€g—hw) , (5.41)
B

2kpT

lako je videti da su desne strane jednacina ([5.38]) i (5.39)) jednake jer su medusobno jednaki pojedinaéni
sabirci pod dvostrukom sumom.

35



Glava 6

Numericki rezultati

U ovoj glavi ¢emo za jednostavan jednodimenzionalni model transporta naelektrisanja skakutanjem
izmedu lokalizovanih stanja ispitati zavisnost realnog dela pokretljivosti od frekvencije spoljasnjeg elek-
tri¢nog polja. Smatracemo da interakcija elektrona sa fononima dovodi do skakutanja i primeni¢emo
rezultate za pokretljivost izvedene u glavi Pokretljivost je izrazena preko verovatnoca prelaza
u jedinici vremena izmedu lokalizovanih stanja; u nasem modelu, za te verovatnoce ¢emo uzimati
Miler—Abrahamsove verovatnoce prelaza. Komentarisa¢emo dobijene rezultate.

6.1 Model sa Gausovom neuredenosc¢u
i Miler—Abrahamsovim verovatno¢ama

Cesto koriséen model za verovatnoce prelaza u jedinici vremena iz jednocesti¢nog stanja -y, sa energijom
€, i polozajem R, u jednocesti¢no stanje 3, sa energijom €g i polozajem Rg, jesu Miler—Abrahamsove
verovatnoce prelaza, koje su date kao

wo e~ Ba—Fsl/a

B 5 BN €g— €, <0
wBPY(E/B v |RB R7|) B {UJO e_|éﬁ_ﬁ"/|/0‘ e_(Eﬁ_e’y)/(kBT)

6.1
€g — €, > 0. (6-1)

U poslednjoj jednac¢ini T' je temperatura, dok « ima smisao duzine lokalizacije, odnosno linearne di-
menzije oblasti prostora u kojoj je elektron lokalizovan, vidi jednacinu i sliku Konstanta
wo zavisi od konkretnih detalja interakcije koja dovodi do skakutanja, kao i od strukture elektron-
skih talasnih funkcija. Pri proucavanju transporta naelektrisanja u neuredenim sistemima, najcesce
se pretpostavlja da elektron—fonon interakcija dovodi do skakutanja, pa se za wy uzima da je reda
velicine frekvencije fonona wg ~ 103s™!, a energijska razlika izmedu uocenih stanja €3 — € biva
kompenzovana apsorpcijom (emisijom) fonona odgovarajuée energije.

Verovatnoce prelaza eksponencijalno zavise od rastojanja medu lokalizovanim stanjima |§g - ﬁ7|,
kao i od razlike energija eg — €,. Ukoliko je prelazak iz viSeg energijskog stanja u nize, verovatnoca
prelaza u jedinici vremena zavisi samo od prostornog rastojanja ]ﬁg — ﬁq\ izmedu lokalizovanih elek-
tronskih stanja, dok se u slucaju prelaska iz nizeg u viSe energijsko stanje pojavljuje i zavisnost od
razlike energija datih stanja kroz faktor exp(—(eg —€,)/(kgT')), kojem bi se mogla dati interpretacija
verovatnoce da bude apsorbovan fonon odgovarajuce energije.

Najpre ¢emo navesti neke osobine Miler—Abrahamsovih verovatnoca. Verovatnoce prelaza u jedinici
vremena definisane jednacinom se neposredno mogu primeniti na slucaj kada posmatramo lin-
earni odziv ravnoteznog sistema na temperaturi 7. U tom smislu, one zadovoljavaju uslov detaljnog
balansa , kao i uslov , u kojem figurisu modifikovane (usled prisustva spoljasnje harmoni-
jske perturbacije) verovatnoce prelaza. Posto smo u glavi |3| uzimali da je fononski podsistem u svakom
trenutku u ravnotezi na temperaturi T}, i posto smo eksponencijalni faktor e~ (e6=€)/(k8T) interpre-
tirali kao verovatnocu da se apsorbuje fonon odgovarajuce energije, u primeni Miler—Abrahamsovih
verovatnoca u formulama za pokretljivost izvedenim u glavi [3] smatramo da temperaturu 7" u defini-
ciji treba shvatiti kao temperaturu T}, fononskog podsistema.

Ispitivali smo zavisnost realnog dela pokretljivosti od frekvencije u jednodimenzionalnom modelu
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transporta naelektrisanja skakutanjem izmedu lokalizovanih stanja, koji je shematski prikazan na
slici Lokalizovana stanja €g su rasporedena na jednodimenizonalnoj resetki konstante a, tako da
je 3 =0,1,2,... indeks koji prebrojava ¢vorove resetke; stanje sa energijom eg je lokalizovano oko
¢vora sa koordinatom [a. Neuredenost sistema je modelirana kroz neuredenost u energijama lokali-
zovanih stanja, za koju smo pretpostavili da je Gausovog tipa. Verovatnoca da je energija eg u uskom
intervalu energija izmedu € i € 4+ de je data Gausovom raspodelom

1

oV 2

G(e)de = e /(27 qe

, (6.2)

odnosno gustina stanja g(e) (koja predstavlja broj stanja po jedinici energije i jedinici zapremine) je
zadata jednac¢inom u kojoj je, za konkretan problem, ng = 1/a. Verovatnoce prelaza u jedinici
vremena su Miler—Abrahamsove verovatnoée definisane jedna¢inom , a takode smo smatrali da
su najdominantniji skokovi izmedu najblizih suseda. U limesu niske koncentracije nosilaca, zavisnost
pokretljivosti od frekvencije smo ra¢unali primenom relacije (u slu¢aju kada je raspodela elek-
trona po energijama u po¢etnom trenutku ravnotezna sa temperaturom 7,), odnosno relacije
(u slucaju neravnotezne elektronske raspodele). Pomenute formule se uproséavaju u slucaju kada su
relevantni samo skokovi do prvih suseda i dobijaju oblik

2
qa T
Re pze(w) = o E’Y ﬁ (Wyt1y(€y41 — € = hw) — wyp14(6y11 — €y + Tw))
(6.3)

2
qa T
" 2 27: Z;ra (Wy—15(6-1 — & = iw) —wy15(6y1 — & + w))

gde je r, (u limesu niske koncentracije) za slucaj ravnotezne elektronske raspodele dato kao 7, =
e P dok je u sluéaju neravnotezne raspodele definisano jednacinom (3.69).

€
oa
Wy P
Wy-1y LA i G(e)
— 8’)’ et :—
8771 Serl —— i

Slika 6.1: Shematski prikaz jednodimenzionalnog modela transporta naelektrisanja skakutanjem
izmedu lokalizovanih stanja rasporedenih na reSetki konstante a. Neuredenost po energijama je
Gausovog tipa, a skakutanje se obavlja izmedu najblizih suseda, sa verovatno¢ama prelaza definisanim

u jednacini .
Prilikom svih izra¢unavanja koriSéeni su slede¢i parametri:
¢ temperatura fononskog podsistema 7},;, = 300K, odnosno kT, ~ 25 meV,
e standardna devijacija Gausove raspodele u jednagcini o =100meV,

konstanta reSetke a = 1 nm,

duzina lokalizacije o = 2a/9,

konstanta wg = 1.0 x 101 s~ 1.

37



\\\\H‘ \\\\H‘ \\\\H‘ T TTTT
i —o 25 redlizacija 5 i
002 B «—a 50 realizacija /g ]
i 75 redizacija ‘ |
i +— 100 redizacija )
— 0015
2
2
=
£
S,
3%
o 001
& .
0.005
10

Slika 6.2: Za slucaj elektronske raspodele opisane sa T, = 300K, prikazane su zavisnosti realnog
dela pokretljivosti od frekvencije za razlicit broj realizacija sistema (25, 50, 75, 100) po kojima je
usrednjavanje vrseno.

Izra¢unavanja su vrSena na reSetki sa 100000 ¢vorova. Krive koje su prikazane na slikama i
su rezultat usrednjavanja po razli¢itim realizacijama sistema, pri ¢emu je broj realizacija 100. Grafik
prikazan na slici ilustruje da je dovoljno usrednjiti po 100 razlic¢itih realizacija sistema. Zavisnost
realnog dela pokretljivosti od frekvencije spoljasnjeg elektri¢nog polja najpre je ispitivana za slucaj
ravnotezne elektronske raspodele sa temperaturom T, kada je

T’y — e—ﬂef'y. (64)

Rezultati su prikazani na slici Kao primer neravnotezne elektronske raspodele, uzeli smo uni-
formnu raspodelu nosilaca u intervalu energija (€min, €max), 0dnosno

1, €min < €y < €max
v .
0, inace,
a rezgultati su prikazani na slici [6.4
0.03 S RRRl S RRRl S RRRl
—_ T=200K
i . ¢
27N | = TF300K
0.025— 7 \ |- T 400K
7 -~
e e e e e e e = - 7 Q‘ - Te_SOOK
002} LN Ton=300K]
— . 7\
w 7 SN
z S0 1
= ./ / I
5 0015 7 .: .
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Slika 6.3: Zavisnost realnog dela pokretljivosti od frekvencije za razlicite vrednosti temperature T,
dok je Ty, = 300 K.
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Slika 6.4: Zavisnost realnog dela pokretljivosti od frekvencije za sluc¢aj kada je elektronska raspodela
uniformna u intervalu energija (€min, €max). Na grafiku su prikazane zavisnosti realnog dela
pokretljivosti od frekvencije za razlic¢ite intervale energija, dok je Tpn = 300 K.

Sa grafika se uocCava rast pokretljivosti nosilaca sa poveéanjem elektronske temperature 7T,, odnosno
sa pomeranjem intervala energija (€min, €max) ka centru raspodele. Na niskim temperaturama T¢
gotovo svi elektroni su u osnovnom stanju, a skakutanje se iz uocenog ¢vora obavlja najdalje do prvih
suseda jer je broj stanja Cije su energije bliske energiji uo¢enog stanja relativno mali. Sa poveéanjem
temperature T, elektroni se mogu naéi i u visim energijskim stanjima (koja su brojnija u odnosu na
stanja bliska osnovnom stanju), broj stanja ¢ije su energije bliske energiji uocenog stanja raste, tako
da raste i verovatnoca za sukcesivne skokove izmedu najblizih suseda. Analogno se moZe rezonovati
i u sluéaju uniformne raspodele nosilaca na intervalu energija (€min, €max), jer sa pomeranjem tog
intervala ka centru raspodele, raste broj dostupnih stanja.

Treba naglasiti da su formule u glavi [3|izvedene za konkretan modelni hamiltonijan (3.3)) sistema u
kojem elektron—fonon interakcija dovodi do skakutanja, pa su samim tim verovatnoce prelaza izmedu
jednocesti¢nih stanja date u obliku (u najnizem redu teorije perturbacija). Miler—Abrahamsove
verovatnoce prelaza nisu oblika , a iskoristili smo ih jer se one prilikom modeliranja transporta
naelektrisanja skakutanjem u neuredenim materijalima najcesée koriste. Takode, sa grafika se uocava
da na niskim frekvencijama f, takvim da je hf < kgTpp, realni deo pokretljivosti ne zavisi od
frekvencije i ima konstantnu i nenultu vrednost. To medutim nije u skladu sa rezultatom koji
je izveden pod pretpostavkom da je stanje sistema blisko ravnoteznom stanju na temperaturi 7', da
je frekvencija spoljasnjeg polja mala (hw < kgT') i da su elektroni nezavisni i nedegenerisani

(W) = — 4 / " St Az (t) (6.6)
Hxz = kT o > .

pri éemu je Ax?(t) disperzija polozaja pojedinacnog nosioca. U kona¢nom sistemu, linearne dimen-
zije L, u svakom trenutku ¢ vazi Az?(t) < L?, odakle se moZe proceniti da je na niskim frekvenci-
jama figz(w) S w, a zbog nejednakosti |Re pize(w)| < |pze(w)| sledi da je na niskim frekvencijama
|Re pigz(w)| S w. U daljem tekstu é¢emo sa formalne tacke gledista interpretirati dobijene numericke
rezultate.

Jednacina (6.3)) se moze prepisati tako da se eksplicitno uocava da je realni deo pokretljivosti izrazen
kao suma doprinosa od parova susednih ¢vorova (v,y+ 1), v =0,1,2,...

Re flz (@) = > i1 (@) (6.7)
v
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gde je

2

qa* r
1 (0) :%ﬁ (Wy 17 (Ey+1 = €y = iw) = wyp15 (6341 — € + Iw))
5
6.8
qa2 Ty+1 ( )
T ohw D57 (W t1(€y = €q41 = W) — Wy 1€y = €1 + Fw))
5

Ozna¢imo sa rmayx, 0dnosno ry;iy, vrednost velicine r, za veéu (odnosno manju) od energija €y 1 €yq1.
Koristeéi definiciju Miler—Abrahamsovih verovatnoéa (6.1]), doprinos realnom delu pokretljivosti od
para ¢vorova (7,7 + 1) se moze zapisati kao

qa®

" 2kpTyn

1 () woe™/* - M(x) (6.9)

gde je x = fBpnhw, dok je funkcija M (z) definisana kao

T.IHJ e_I’Y«"H'l . 2Slnhw R T < x’y 1
Mz) = { 2077 ) Fon 1 (6.10)
T = (T—e™rtle™) = (1—e ™7 e™) | o> @y q41

257“5; DosTs T

Uvedena je oznaka 2,41 = Bpnley — €y41|. Funkcija M (x) je neprekidna, ali nije diferencijabilna u
tacki x = 2, ,41. Pokazuje se da je skok izvoda funkcije M u tacki x = x 41 jednak

dM dM x — Tmi 1
R I
€L T=T,y4+1+0 €L T=Try,y4+1—0 Z(S s Lryy+1

Razmotrimo najpre sluc¢aj ravnotezne elektronske raspodele sa temepraturom 7, odnosno r, = e Pecr
Za posmatranu elektronsku raspodelu, rpax < Tmin, pa je skok prvog izvoda uvek negativan. Funkcija
M (x) raste za © < &~ 41, dok za & > z 441 opada (ako je desni izvod u tacki z = z- 41 negativan)
ili najpre raste, pa onda opada (ako je desni izvod u tacki = x, 41 pozitivan). Na osnovu toga
mozemo zakljuciti da funkcija M dostize maksimalnu vrednost za z, > 2,41, odnosno doprinos
realnom delu pokretljivosti od para ¢vorova (7,7 + 1) dostize maksimum na frekvenciji f, takvoj da
je hfs > |ey — €y41|. Napomenimo samo da se detaljnijim ispitivanjem funkcije M (z), u sta ovde
ne¢emo ulaziti, moze pokazati da je za sve elektronske temperature 7T, za koje su dobijeni numericki
rezultati prikazani na slici maksimum doprinosa pokretljivosti od para ¢vororva (v,y + 1) (koji
daje nezanemarljiv doprinos pokretljivosti) na frekvenciji fi takvoj da je hf, = |ey — €y41].

Na osnovu osobina funkcije M moze se shvatiti oblik zavisnosti Re iz, od frekvencije:

¢ na dovoljno niskim frekvencijama f takvim da je
hf < mwin ley — €y1)s

u doprinosu svakog para ¢vorova (7, v+ 1) funkcija M ¢e uzimati vrednosti za x < x 441; kada
je x < 1, funkcija M se priblizno svodi na konstantu, jer je tada

sinh z
~ 1

)

X

pa je i Re iz (f) konstantno na dovoljno niskim frekvencijama f;
e na dovoljno visokim frekvencijama f takvim da je

hf > m;:tx|eaY — €y+1),

u doprinosu svakog para ¢vorova (7,7 + 1) funkcija M ¢e uzimati vrednosti za © > x 441; za
x > 1, funkcija M se ponaSa kao M (x) ~ 1/x, odnosno zavisnost realnog dela pokretljivosti od
frekvencije na dovoljno visokim frekvencijama je

Re piza (f) ~ 1/ f
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Na niskim temperaturama T¢, najve¢u vrednost faktora r./) 5rs; imaju stanja sa najnizim energi-
jama, dok je za stanja sa visim energijama vrednost tog faktora znatno manja (i za nekoliko redova
veli¢ine). Zato dominantan doprinos pokretljivosti nosilaca dolazi od parova ¢vorova (v, + 1) u ko-
jima je barem jedno stanje dovoljno niske energije, tako da je njegov faktor r.,/ > ;s dovoljno veliki.
Medutim, verovatnoca da je prvi sused stanja sa niskom energijom stanje koje mu nije energijski
blisko (odnosno, za koje je |ey — ey41| veliko) je znatno veéa od verovatnoée da mu je prvi sused
energijski blisko stanje, Sto sledi iz samog oblika gustine stanja. Zato je vrednost energijske razlike
|y — €y+1| za parove koji znacajno doprinose pokretljivosti velika (reda velicine standardne devijacije
o), maksimum funkcije M je u tacki x. > Bpnley — €441/, pa je i maksimum doprinosa realnom delu
pokretljivosti od para ¢vorova (v, + 1) na frekvencijama f, takvim da je hf. > |e, — €441|, odnosno
maksimum realnog dela pokretljivosti na visokim frekvencijama.

Sa povecanjem temperature T¢, najvecu vrednost faktora r,/> ;7s i dalje imaju stanja sa najnizim
energijama, ali i stanja sa visim energijama (koja su brojnija) imaju nezanemarljivu vrednost tog
faktora. Sada pokretljivosti najvise doprinose parovi évorova (7,7 + 1) sa relativno visokim energi-
jama (takvi parovi su najbrojniji, a njihovi faktori r.,/ > *5 rs nemaju vise zanemarljivu vrednost kao u
slucaju nizih temperatura 7t), vrednost razlike energija |ey — €y41| za parove koji znacajno doprinose
pokretljivosti se smanjuje, pa se maksimum na grafiku zavisnosti Re p,,(f) pomera ka oblasti nizih
frekvencija. Smanjivanje vrednosti razlike energija |e, — €,41| sa povecavanjem temperature Tt (za
parove ¢vorova koji daju znac¢ajan doprinos pokretljivosti) se jednostavno objasnjava imajuéi u vidu
definiciju funkcije M, jednacina : parovi ¢vorova sa manjom razlikom energija daju ve¢i doprinos
pokretljivosti jer za takve parove funkcija M uzima veée vrednosti nego za parove sa manjom raz-
likom energija. Takode se uocava i smanjenje visine pika (merene u odnosu na vrednost realnog dela
pokretljivosti na niskim frekvencijama) sa porastom temperature 7,. Naime, za dovoljno male . 41
funkcija M u oblasti * < 41 se svodi na konstantu, a za x > x,, y41 opada, §to znaci da pik iScezava.

Sliéno rezonovanje se moze iskoristiti prilikom objasnjavanja oblika zavisnosti realnog dela pokretljivosti
od frekvencije za slu¢aj neravnotezne elektronske raspodele . Bez ulazenja u detaljno ispitivanje
funkcije M(x) u ovom slucaju, recimo samo sledeée. Kada se interval (€min, €max) nalazi u repu
raspodele po energijama (na primer, interval od —200 do —150 meV), prvi susedi stanja sa r, # 0
su sa mnogo vecom verovatnocom stanja sa energijom izvan tog intervala nego stanja sa energijom
unutar tog intervala, razlika energija susednih ¢vorova koji znacajno doprinose pokretljivosti je rela-
tivno velika, a maksimum realnog dela pokretljivosti se nalazi na relativno visokim frekvencijama.
Sa pomeranjem intervala (€min, €max) ka centru raspodele, raste broj stanja sa 7, # 0, pa samim tim
raste broj parova stanja (7,vy+1) koji zna¢ajno doprinose pokretljivosti, a bliska su energijski. Najveéi
doprinos pokretljivosti dolazi od susednih parova (y,y+ 1) za koje je ry # 01 7441 # 0, pri ¢emu je iz
oblika funkcije M jasno da veéi doprinos daju stanja sa manjom razlikom energija |e, — ey41|. Dakle,
vrednost za x. 4+1 (za parove koji znac¢ajno doprinose pokretljivosti) opada sa pomeranjem intervala
(€min, €max) ka centru raspodele, a maksimum is¢ezava slicno kao u slu¢aju povecéavanja elektronske
temperature Tg.
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Glava 7

Zakljucak

Proucavali smo neravnotezni transport naelektrisanja u sistemima sa lokalizovanim stanjima, sa
naro¢itim naglaskom na sluc¢aj kada se transport obavlja skakutanjem izmedu tih stanja. Koristili
smo teoriju linearnog odziva i relaksirali smo pretpostavku da je sistem pre uklju¢ivanja spoljasnjeg
polja bio u ravnoteznom stanju. Nismo ni na koji nacin uzimali u obzir relaksaciju sistema ka
ravnoteznom stanju, odnosno smatrali smo da su karakteristicna vremena spoljasnje perturbacije
znatno kra¢a od vremena relaksacije sistema, videti komentar nakon jednacine . Kao meha-
nizme koji dovode do skakutanja, razmatrali smo elektron—fonon interakciju i interakciju sa dodat-
nim statickim potencijalom (konkretan primer je interakcija sa ne¢istoéama). Smatrajuéi ove inter-
akcije slabim (tako da se mogu tretirati perturbativno), u najnizem redu teorije perturbacija izveli
smo izraze u kojima se opticka provodnost izrazava pomocéu retardovane korelacione funkcije ’struje’
racunate u neravnoteznom stanju i koji su analogoni poznatih izraza iz Kuboove teorije linearnog
odziva, videti relacije i . Imajuéi u vidu jednocesti¢nu prirodu veli¢ina koje u tim for-
mulama figuriSu, presli smo na jednocesti¢nu sliku i opticku prodovnost u potpunosti izrazili preko
mikroskopskih parametara modela: koordinata centara lokalizacije nosilaca, populacija pojedina¢nih
stanja i verovatnoca prelaza u jedinici vremena izmedu tih stanja, videti jednacine (3.46), (3.72), (4.16)
i . Dobijene formule su veoma jednostavnog oblika, a takode se uocava formalna sli¢nost for-
mula u sluc¢ajevima kada do skakutanja dovodi elektron—fonon interakcija, odnosno interakcija sa
statickim potencijalom. Dobijeni rezulatati se, u sluc¢aju linearnog odziva ravnoteznog sistema, svode
na dobro poznate rezultate teorije linearnog odziva, Sto smo pokazali sa posebnim osvrtom na relaciju
koja disipativni deo opticke provodnosti povezuje sa vremenski zavisnom disperzijom polozaja nosi-
laca naelektrisanja. Za jednostavan jednodimenzionalni model transporta naelektrisanja skakutanjem
izmedu lokalizovanih stanja, ispitivali smo zavisnost pokretljivosti nosilaca od frekvencije. Razmatrali
smo model sa Gausovom neuredenoséu po energijama i Miler—Abrahamsovim verovatno¢ama prelaza.
Rezultate dobijene numericki smo diskutovali i formalno objasnili.
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