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Sadrzaj

@ Uvod

o Boze-Ajnstajn kondenzacija
o Hladni kvantni gasovi

@ Termodinamika idealnog rotiraju¢eg Boze-Ajnstajn kondenzata

o Motivacija
o Metod - egzaktna dijagonalizacija evolucionog operatora
o Glavni rezultati

@ Opis slabo interaguju¢eg Boze-Ajnstajn kondenzata
o Aproksimacija srednjeg polja (Gros-Pitaevski jednacina)
@ Nelinearna dinamika Boze-Ajnstajn kondenzata

o Kolektivne mode Boze-Ajnstajn kondenzata
o Eksitacija moda modulacijom interakcije
o Nelinearni dinamicki rezim

@ Zakljucak
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Kvantna statistika

Osnove kvantne mehanike:
o Talasno-cesticna priroda materije (Sredingerova jednaéina)

e Nerazlic¢ivost ¢estica - bozoni/fermioni

Aap = \/272B/M SR - 4
f=1/kpT ! A
n - gustina Eestica N °sd#\\4' ,‘. K¢ L NV Z,

(b)

Kvantna statistika dolazi do izrazaja ako vazi: Agg ~ n /3

e Fermi-Dirak raspodela n(E) za fermione

_ 1
- e/B(E_AU')J,»l
e Boze-Ajnstajn raspodela n(FE) = m za bozone
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Boze-Ajnstajn kondenzacija (1)

e Boze-Ajnstajn raspodela je
uvedena 1924. radi
kompletnog objasnjenja
Plankovog zakona zracenja
crnog tela

1

e U velikom ansamblu N = Ny + Z BEn—n) _ 1
ePEnTH) —

~
termalni atomi

o T'\=p /7 alip< Ey

o Kada T' — 0, broj termalnih atoma dostize zasicenje i
dolazi do makroskopske naseljenosti osnovnog stanja -
Boze-Ajnstajn kondenzacija
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ondenzacija

Boze-Ajnstajn kondenzacija (2)

1
V(r) = éM(wixz +wiy® + w22?)

1 1 1
Eﬁzh[<nz+§>wz+<ny+§>wy+<nz+§>w2}

1
Non = Z eB(En—Eo) _ |

n=1

@ Iz uslova Ny, = N odredujemo temperaturu kondenzacije:
he _
kpT? = SN2 o = (wawyw:) '/
3

@ Za T < T?, pojavljuje se makroskopska naseljenost osnovnog stanja:

No_, (TY
N T9
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Boze-Ajnstajn kondenzacija (3)

Razlikovanje kondenzovane i
normalne faze:

e ravnotezni profil gustina

e ekspanzija gasa po
oslobadanju iz zamke
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Eksperimentalna realizacija

Direktna eksperimentalna potvrda Boze-Ajnstajn kondenzacije
je ostvarena tek 1995. god. Za rezultat je dodeljena Nobelova
nagrada za fiziku 2001 (Kornel, Viman & Keterle).

o Atomi alkalnih metala
Rb, Na, Li, K. ..

o T ~1nK, p~ 10" cm3
(Aap ~n~'/%)

o Konfinirajuéi potencijal
(odgovarajuée magnetno ili
elektriéno polje)

V(r) = %Mu}Q(p2 + A222)

o Lasersko hladenje, hladenje isparavanjem
o Tehnike za karakterizaciju sistema
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Danasnji eksperimenti

o Hladni bozonski atomi, hladni fermionski atomi, hladni
molekuli

o Razliciti spoljasnji potencijali: harmonijske zamke, opticke
resetke (periodi¢éni potencijali)

o Kratkodometna interakcija, dugodometna dipolarna
interakcija

@ Veoma kontrolabilni kvantni sistemi - moguce je podesavati
gustinu cestica, dimenzionalnost, ja¢inu interakcija

o Motivacija: proucavanje jako korelisanih faza materije

o Glavni rezultati: direktno posmatranje superfluid - Mot
izolator prelaza (Habard model), BEC-BCS prelaz, ...
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U ovoj tezi ...

. razmatrana su dva specifi¢na fizicka rezima ostvarena
koris¢enjem hladnih bozonskih atoma:

o Termodinamicke karakteristike rotirajuéeg idealnog
bozonskog gasa
[Phys. Lett. A 374, 1539 (2010)]

@ Nelinearna dinamika Boze-Ajnstajn kondenzata izazvana

periodicnom promenom jac¢ine meduatomske interakcije
[Phys. Rev. A 84, 013618 (2011)]
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Rotirajuéi kondenzat: Motivacija (1)

o Rotacija je jedan od nacina da u sistem neutralnih atoma
unesemo efektivno magnetno polje

Iflrot - H—QZ
1 . . . 1 R . . . A on
= oup e+ By +52) + g MW@ + 57+ A28 — Q- (7P x p
_ 1 N N2 1 A~ AN 2
1 2 2\ /A2 | 2 1 - 1 2 2,2
—|—2M(w Q) (@ —I—y)+2Mpz+2M)\zwz

e Za brzu rotaciju, Q — w, B = 2M¢

o Medutim, u zanimljivom grani¢nom slucaju, atomi vise
nisu zarobljeni
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Rotirajuéi kondenzat: Motivacija (2)

o Uvodenje dodatnog kvarticnog potencijala

M M
Vinc = ?(WZ o Q2)(w2 + y2) + ?wizz + g(xz + y2)2

o Eksperiment: .

Phys. Rev. Lett. 92, 050403 (2004) @
e Oblik potencijala zavisi od

n=Qwik o

20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

o Kako promena spoljasnjeg konfinirajuc¢eg potencijala utice
na svojstva neinteragujuéeg Boze-Ajnstajn kondenzata?
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Rotirajuéi kondenzat

Metod (1)

@ Odredivanje kondenzacione temperature:

> 1
N = 2:1 oBe(Bn—Eo) _ |
n=

o Za egzaktan numericki odgovor, potrebno nam je
poznavanje ¢itavog energetskog spektra

@ U tu svrhu smo razvili efikasan numeric¢ki metod -
egzaktnu dijagonalizacija prostorno diskretizovanog

evolucionog operatora
[Phys. Rev. E 80, 066705 (2009), Phys. Rev. E 80, 066706 (2009)]
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Rotirajuéi kondenzat

Metod (2)

@ Sredingerova jednacina
Hiy) = ElY) = e ") =e""lp)

@ Diskretizovan oblik
Ncut_l
> Hym(mAl) = E(A, L) (nAy))
m=—Ncug

Neug—

1
D Aun(t) (mAfg) = e FEED (nAfy)

m=—Ncus
@ Metod se oslanja na analiticke rezultate za amplitude prelaza za
kratka vremena propagacije [Phys. Rev. Lett. 94, 180403 (2005)]
@ Diskretizaciona greska exp(—272t/A?) pokazuje optimalnije
ponasanje od standardne polinomijalne diskretizacione greske
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Metod (3)

Odstupanje numericke
vrednosti  energije  0s-
novnog stanja od egza-
ktnog rezultata, za
anharmonijski  potencijal
Viz) = %%‘2 + 55T, u
funkciji  diskretizacionog
koraka A. Koriséene vred-
nosti parametara L = 6,
ko =1, ks =48.
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Rotirajucéi kondenzat: Fazni dijagram

@ Udeo kondenzovanih atoma Ny/N u zavisnosti od temperature T' za
nerotirajuéi (n = 0) i rotirajuéi kondenzat (n = 1)

1

0.8

0.6

No/ N

0.4

0.2

0 20 40 60 80 100 120 140
T[nK]
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Rotirajuéi kondenzat: Temperatura kondenzacije

@ Temperatura kondenzacije u funkciji frekvencije rotacije za
kondenzate od N = 3-10° i N = 1-10* atoma *"Rb,
sa kvarticnim anharmonicitetom zamke k = KBgc.

120 : . . — i
Kgec: N=3-10° —=— |
110 o — |
|
100 |
|
— % [ I
X 40 T |
S 80t 35 |
= 30 ¢ '
701 o5 1 I

60 I 20 [ Kgg, N=110% ——
15 sc — |
50 | 10 . . . . 1 |
0 02 04 06 08 1 |
40 . . . . 1
0 0.2 04 0.6 0.8 1

n
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Rotirajuéi kondenzat

Rotirajuéi kondenzat: Raspodela atoma

@ Ravnotezna raspodela atoma za ne-rotirajuéi (n = 0), kriti¢éno
rotirajuéi (n = 1), i nadkriti¢no rotirajuéi (n = 1.04) kondenzat
sacinjen od N = 3-10° atoma 3"Rb na temperaturi T = 30 nK
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(WN=]1=]-VN =]

Rotirajuéi kondenzat: Ekspanzija atomskog gasa

@ Sirenje atomskog gasa po oslobadanju iz potencijalne zamke - slucaj
nadkriti¢ne rotacije n = 1.04

n(x,y)
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Interakcije u kondenzatu

o Kratkodometne van der Valsove interakcije atoma

o U sistemima retkih, hladnih gasova moguce je opisati
interakciju jednim parametrom - duzinom rasejanja a
(s-wave scattering length)

Vi (7,71) = g x 6(F =), g = 4rh*a/M
o Hamiltonijan sistema
A ~ 2 ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
o= [dr (—w*(F)f—Mvzwm + VR (RH() + gw*(mw*(f’)w(mw(F))

e Tipican broj atoma u eksperimentu N ~ 10% — 106
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Teorija srednjeg polja

U neinteraguju¢em bozonskom sistemu, u kondenzovanoj
fazi, svi atomi su u istom stanju

e Ocekujemo da slabe interakcije ne menjaju sliku sustinski

~

e Uvodimo talasnu funkciju kondenzata (1 (7,t)) = (7, t)

@ Za niske temperature i slabe interakcije, ¥ (7, t) je opisana
Gros-Pitaevski jednacinom

— h2
in?PTD A V() + gl )P v )

V(i) = $Mw?(p* + A?2%) - harmonijski potencijal
g =4nh*Na/M, N - broj atoma u kondenzatu
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Ekscitacije kondenzata (1)

o Ekscitacije karakterisu fazu materije na veoma precizan
nacin

@ Bogoljubov je 1947. izveo ekscitacioni spektar homogenog
superfluida - kolektivna fononska moda

e Kolektivne ekscitacije hladnog atomskog oblaka:
dipolna moda, diSué¢a moda, kvadrupolne mode

t {
= = = = = =
== = =

{ t

kvadrupolna kvadrupolna disuca
moda (1) moda (2) moda
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Ekscitacije kondenzata (2)

e Standardni eksperimentalni na¢in pobudivanja kolektivnih
moda je modulacijom spoljasnje zamke

o Rezultat preuzet iz rada [Rev. Mod. Phys. 71, 463 (1999)]
e Frekvencije kolektivnih moda se mere sa tacnoséu od 1%

o Teorijski, kolektivne mode se racunaju polazeéi od
vremenski zavisne Gros-Pitaevski jednacine

e Dobro slaganje eksperimenta i teorije u linearnom rezimu
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Modulacija interakcije (1)

e Novi nacin pobudivanja kolektivnih moda je demonstriran
u nedavnom eksperimentalnom radu [Phys. Rev. A 81, 053627
(2010)]

300 um
e Razmatran je kondenzat “Li u

aksijalnoj zamci

o Postignuta je vremenski zavisna
modulacija interakcije
koris¢enjem Fesbah rezonance

o Ekscitovane su kolektivne mode,
ali u nelinearnom dinamickom
rezimu

Vidanovié: Numeriéko prouéavanje kvantnih gasova na niskim temperaturama



SCIENTIFIC
COMPUTING odu
LABORATORY Nelinearna BEC dinamika Rezultati

Modulacija interakcije (2)

o Duzina rasejanja atoma zavisi od spoljasnjeg magentnog
polja - Fesbah rezonanca

@ [Phys. Rev. Lett. 102, 090402 (2009)] o jr-
@10‘ Zz Mnug/
A = s v
77 B g
L . B = 1 _ 812 0 Bi2 bia bab bab b
i a( ) aBG(+B—BOO> :
aBa = —24.5a0, Boo = 73.68mT, e
AB = 192 mT 10°

55.0 60.0 65.0
Magnetic Field (mT)

o Modulacija duzine rasejanja magnetnim poljem

70.0

B(t) = Bay + 0B cosQt, a(t) =~ aav + dacos Qt
apacABoB

(Bav - Boo)2

By = 56.5mT, 6B = 1.4mT, aay ~ 3ao, da ~ 2ag

aay = a(Bav), 0a=—
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Gausovska aproksimacija (1)

o U cilju pojednostavljivanja racuna i dobijanja analitickog
uvida u problem, aproksimiramo gustinu atoma gausijanom
e Za aksijalno simetriénu dinamku
2

Wlpnt) =N e [~3 L +i60,(0)] exp [ s+ .0
7 2 u,(t)? ’ 2 u,(t)2 #

e Varijacioni pristup - ekstremizacijom odgovarajuéeg dejstva
dolazimo do sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina koje
aproksimairaju Gros-Pitaevski jednacinu
[Phys. Rev. Lett. 77, 5320 (1996)]
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Gausovska aproksimacija (2)

@ U bezdimenzionalnom obliku

Tip(t) + up(t) —

iz (t) + )\2uz(t) — —

o p(t) = /2N = p(t) = p+ geos(2)

variational .
35 | GPnumerics  ——

Axial condensate width
&
Radial condensate width

0 200 400 600 800 1000 1200
t t

@ Eksperimentalni parametri: A, = 0.021, p = 15, ¢ = 10, 2 = 0.05
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Linearni dinamicki rezim

Glavni rezultat dobijen Gausovskom aproksimacijom je
analiticki izraz za osnovne ekscitacije kondenzata
Primer - sferno-simetri¢ni kondenzat

i(t) + u(t) —

@ Ravnotezna Sirina )
p
U =5+ 7
Up Ug

Frekvencija diSu¢e mode

u(t) = uo + du(t) = 6ii + wjdu = 0
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Nelinearni rezim - motivacija

Nas cilj je opisivanje kolektivnih moda pobudenih
harmonijskom modulacijom interakcije

p(t) ~ p+ qcos Ot

q - amplituda modulacije, €2 - frekvencija modulacije

Osnovna jednacina koja opisuje dinamiku je nelinearna

Kada je € blizu neke svojstvene mode kondenzata,
oc¢ekujemo rezonance - oscilacije velikih amplituda, koje
pojacavaju nelinearne efekte
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Dinamika kondenzata

I » g
u(®)?  u@)t ()

e p=04,¢=0.1, u(0) = up, u(0) =0, wy = 2.06638.. .

(t) + u(t) — cosQt =0

@ Dinamika zavisi od vrednosti 2

114 analytics 2 FQ =2, analytics —_
112 numerics ° 1.8 | Q =2, numerics
1 16
e N 14
El 1.08 12
1.06 1
1.04 08
1.02 0.6
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 50 100 150 200 250 300 350 400
t t t
111 45 : _
4 | Q=4.1,numerics Q =35, analytics
11 ‘ 35 i 1.09 | Q= 5, numerics .
3
s 1.09 25
3 2
1.08 ].? [ ] 1.08
1.07 0.8
0 5 10 15 20 0 50 100 150 200 250 300 350 0 5 10 15 20

t t t
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Ekscitacioni spektri (1)

o Ekscitacione spektre dobijamo iz Furijeovog transforma
Sirine u(t), p = 0.4, ¢ =0.1 and Q =2

2
:gl 20+ 0 Q420
0 -Q
100 N 30 3w
10 N
10 0" 107
005 006 007 008 19 2 2.1 22 4 405 41 415 42 6 605 6.1 615 62
Frequency Frequency Frequency Frequency
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Ekscitacioni spektri (2)

o Frekvencija diSu¢e mode je znacajno pomerena u
rezonantnoj oblasti

1 2
10 o=1 101
10° g 100

1 10
10 107! oos Wy
1072 102 ==

1.98 202 2.06 2.1 198 202 206 2.1 2.14
Frequency

Frequency

gasova na niskim temperaturama
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Analiticki perturbativni pristup (1)

e U linearnom rezimu, nalazimo frekvenciju oscilacija wg oko
ravnotezne Sirine ug:

3 4p

AT R AT

o U cilju racunanja kolektivne mode do visih redova po g,
najpre uvodimo smenu s = wt:

w?ii(s) 4 u(s) — - - cos % =0

u(s)®  u(s)t u(s)t

o Koristimo perturbativne razvoje po amplitudi ¢:

u(s) = uo+qu1(s)+q2u2(s)—|—q3u3(s)+...
w = wo+qw1+q2w2+q3w3+...

Vidanovié: Numeriéko prouéavanje kvantnih gasova na niskim temperaturama
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Analiticki perturbativni pristup (2)

@ Perturbativni razvoj nam daje hijerarhijski sistem linearnih

jednacina:
2 . 2 1 Qs
wo tn(s) +wyui(s) = i cos ——
.. .. Qs
wo din(s) Fwiua(s) = —2wowsiii(s)— A (s) cos " + aui(s)?
0
wiiiz(s) +wius(s) = —2wowaiii(s) —28ui(s)® + 20w (s)uz(s) — wi i1 (s)
1 Q 4 Q
—I—U—(g) u1(s)” cos US g usz(s) cos US — 2w wy tia(s)

gde je a = 10p/uf + 6/uf, B = 10p/uf + 5/uf.

o Pomeraje frekvencije, wy i wo, odredujemo iz uslova
skradivanja sekularnih ¢lanova - Poenkare-Lindstet metod
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Analiticki perturbativni pristup (3)

e Objasnjenje sekularnog ¢lana

i(t) + w?x(t) + Ccoswt = 0

C
x(t) = Acoswt + Bsinwt — 2—t sin wt
w

deolinearan pot
o Radi regularnog ponasanja perturbativnog razvoja,
namecéemo skrac¢ivanje sekularnog ¢lana, podeSavanjem
vrednosti wy and wy

o Drugi nacin razumevanja sekularnih ¢lanova

A
u(t) = Acoswt+Ajtsinwt ~ A coswt cos Awt—i—A—l sin Awt sin wt
w

u(t) ~ Acos[(w — Aw)t] = Aw = A1 /A
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Rezultati (1)

o Frekvencija pobudene disu¢e mode zavisi od 2

o Rezultat u drugom redu perturbativne teorije
P(Q2)

2
w=wy+q + ...
2 _ ,2)2 2 _ 2
(€22 — wg)? (€0 — dwp)
2.1 23
g — Wy —
analytical [ 225 | analytical o e
2.08 | numerical ® . ' 2 | numerical © L
1
& 206 ; g 215 !
£ i 2 21 {
g 204 1 £ 205 !
!
202 ! 2 N
1 1.95
1 1
2 il 19 Lot
1 15 2 25 3 35 4 45 5 1 2 3 4 5 6
Q Q
p=04, ¢g=0.1 p=1 ¢=038
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Rezultati (2)

o Eksperimentalni parametri: p = 15, ¢ = 10, A = 0.021,
wqgo = 2m X 8.2Hz, wpy = 2w x 462 Hz

® wp > wq, Qe (0,3wQ),

velika amplituda 0.04 o
modulacije ¢
L 0038 | ]
o Jaka ekscitacija g
kvadrupolne mode z 0036 | 1
o Primetna ekscitacija s 0034 | ]
. 7’ =
diSuce mode -
0032 t ®q — ]
o Pomeraji u frekvenciji Q@
kvadrupolne mode usled 003 e e
vadrupoine mode usle 0 002 004 006 008 0.1 0.12
nelinearnih efekata od oko Q

10%
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Zakljucak (1)

@ Motivisani eksperimentalnim istrazivanjem rotiraju¢ih hladnih
gasova, proucavali smo kako modifikacija spoljasnjeg potencijala
utice na svojstva Boze-AjnStajn kondenzata

@ Ispitivali smo osobine faznog dijagrama i nasli da temperatura
kondenzacije opada sa porastom rotacione frekvencije

@ Izracunali smo profile gustina kondenzata i termalnog oblaka na
razli¢itim temperaturama i simulirali §irenje hladnog bozonskog
gasa po oslobadanju iz potencijalne zamke

@ Za velike ugaone brzine rotacije, identifikovali smo nestandardni
dinamicki rezim Sirenja atomskog oblaka po oslobadanju iz zamke
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Zakljucak (2)

@ Inspirisani eksperimentalnim rezultatima, proucavali smo
nelinearnu dinamiku Boze-Ajnstajn kondenzata izazvanu
harmonijskom modulacijom interakcije

@ U proucavanju smo koristili analiticki perturbativni metod,
numericke simulacije zasnovane na Gausovskoj aproksimaciji, kao
i numericke simulacije Gros-Pitaevski jednacine

@ Predstavili smo relevantne ekscitacione spektre, identifikovali
smo i objasnili nelinearne karakteristike: sprezanje moda,
prisustvo visih harmonika i primetne pomeraje u frekvencijama
kolektivnih moda

@ Predstavljeni rezultati su relevantni za buduée eksperimente u
kojima ¢e biti proucavan dinamicki odgovor smese hladnih atoma
na harmonijsku modulaciju interakcije
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